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-1 - prc:-t:essus emyiréqu&

Hypothése (H) : Soit (Xj,...X,) un n-échantillon de variables aléatoires iid suivant
F (fonction de répartition de la loi commune)

: Le processus empirique est une fonction aléatoire définie par

1 it
Fy(t0) = F,(0 =~ 21 0. (Xi(®))
e

> F,(f) représente la proportion des observations
inférieures a t

0 si t <min(Xy,...X))
P E@O= ,
I st t > max(X},...X)

Clest une fonction constante par morceaux

2

[~ .
Vt € R, F,(t) est un estimateur fortement comsistant de F(1)

o Comséquence du TCL : /n(F,(1) — F(1) =3 #(0,67)

loi
done Vi € R, F, (1) est un estimateur 1/n—consistant de F(7)

@ Clon.séqtmnce: du Th de Slubsley @ SL F() #0 ek F(r) # 1 alors

VD) = FO) sy 101

VEOA = F, @) i




n
d'une loi discréte de su.maor& les valeurs prises par

X|(®),...X,(0)}

Le processus empirique F, est la fonction de répartition

1 St {X|(®),...X,(w)} sont tous distincts,
F, est la fct de répartition de la loi uniforme sur
{(X|(@),...X,(0)}

11 Sinon on hote (X (@),...,X, (@)} L'échantillon sans
réyé&ilzi.an et p;=—card{i: X;= )N(j} Jj—1,.,m,
> :

F, est la fct de répartition de la loi discréte de support
(Ki(@),.... (@) et de proba {pi,-...P,)

Application : estimation par injection
Soit h une application telle que h(X,) € L
On veut estimer 6,(F) = E(h(X))).
Uestimateur par injection du Pammébre 0,(F) est 6,(F,). 1L

1
tégal & O, (F)=— ) hX
est égal & 6,(F) n; (0,6)

Sous L'kjpofzkése H

1. St i(X)) € L', O,(F,) est un estimateur sans biais fortement
consistant de 6,(F)

2. St h(X)) € L? alors c’est aussi un estimateur consistant au sens L2 et

il est \/n—consistant, 5

Mowments de F,

F, définit une loi discréte finie done cette Lloi admet des
moments de tout ordre

Le moment d’ordre k de F, est éqal & /i,

B 1 O
® Pour k=l on retrouve la moyenne empirique X, = — ZX,-
n
i=1

1 n
< 7 )2 : o
° i, —fis = 3 E] (X; — X,)” est la variance empirique
i=

Exemple : estimation des moments
On suppose que X, € L* . On note p; le moment d'ordre k

5 1
Uestimateur par injection de py est /i = —ZXik
T

Sous L' kjpohkése H

1.5 X, €L7, fi=(fy,....[1,) est un estimateur sans biais
fortement consistant de p = (4, ..., 1)

2. St X; € L? alors c'est aussi un estimateur comsistant au sens
L? et il est \/n—consistant

A l j AN e .
on a \n(i—u S N 0Z,) ob X, est définie par I;; = p,; — uity;

¥




Méthode des momenks

On suppose que H est vérifiée et la Loi commune appartient &
La famille Faramé&rtque F = {P,,0 € O}.

On veut eskimer le Famméfzre (2]

On suppose que X| € L ek qu’il existe g: R — O tel que
0 =gy, M)

Vestimateur des moments du paramétre 0 est défini
MM A A
par 0, =8y, ..., [,)

Exemple : modéle exponentiel g(x) = 1/x

9

Remarques sur la mékthode des moments

Il V\'tj a pas unicité de l'estimateur des moments
Choix de p ? Choix de g ?

Dimension 1 : On cherchera L'estimabeur des moments qui
Posséde la Plus Pef::‘.&e variance asvmpkokique A.

Méthode des moments (cont.)

Sous L'hypothese H et Py € {Py,0 € O}

1. St X| € L? et g est continue sur R’ alors OM est un
estimateur fortement consistant de 0

2. 5L X, EL? et g est C' sur R? alors OM est \/n—consistant
on a \/n(@" —0) i N(0.A) avec A = Dg(u)Z,Dg(u)"

Variance de la Lot Limikte A = Dg(,u)ZMDg(,u)T

. Uestimateur des moments de La matrice de variance-covariance
’ < < A A A
¥, est donné par X, avec X;; = [y — [
IL est consistant sous L'hypothese X; € [

. Dg(fi) est un estimateur consistank de Dg(u) sous L’kwo&kése car
Lo fonction g est C!

. On obtient un estimabeur consistant de A en prenant
A = Dg()Z,Dg()"

\/—

LN o1
. En dimension 1 : on a —— () —0) B 0,1)
A

[application Intervalle de confignee asymptotique] [




11 - processus qu&h&ii&
° Si F est inversible, la fonction quantile est O(u) = F~'(u)

Sinon c'est le Pseudo inverse O(u) = F~(u) = inf{x : F(x) > u}

O(u) est le quantile d’ordre u (u=1/2 -> médiane)

o Le processus empirique West jamais une fonction inversible
mais on peut calculer son pseudo inverse

: Uestimateur par injection du quantile d’ordre
uest Q) =F,(u

® Q, est le processus quantile empirique

13

11I- estimabion d'une Lol discrete

On suppose que H est vérifie et la Lot de X; est discréte & valeurs
dans E.

On veub estimer pour tout e € E: P(X; = e) = p(e)

Le processus empirique définit une loi discréte de support

X)(@),...,X (0)} et de FrababiLLEés p;j=—card{i: X; = )?j}.
n

Pour tout e €E, il existeneN: Vm>n et e € {Xl((u),...,)? (w)}.

m

La loi discrete du processus empirique est un estimabeur

sl - 3 2
sans biais , fortement consistant , consistant au sems L* ek n—
consistant de la loi de commune

15

Convergence de 0,

o Si F est continue et inversible alors Q,(1) == F~'(u)
ps

2 (Adwmis) Si F est dérivable au point F ~l(u) avec une
dérivée £ strictement positive alors

Vn(F ) = ') 2 <O’f2(F‘1(u))

-] Qemarque

o L'estimation de la variance nécessite une estinmation
consistante de la densité f

14

Lot binomiale n = 8§ et F::l/z
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Lol de Poisson de Paramé&re 2 I\;-ﬂ E'S&E,MQEE,OM d’u,h@_ dEMSE,&é

% On suppose que H est vérifiée et La loi de X; admet une
densite

o On veut estimer La fonction §

o Remarque : Comwmwe le processus empirique wadmet pas
de densité, on ne peut pas en déduire un estimateur de

la densité de X

Propriétés de lhistogramme

Histogramme

° on définit L'histogramme mobile par
1 n
, A0 = —(Fx+h) = Fa—m)==— 15X
o Rampat : Si F esk dérivable par morceaux ol a 2h 2nh =

f(x) = lim L(F(x + h) — F(x — h))
h—0 2h

ot h est la fenétre de L'histogramme.

o On choisit une fenétre qui dépend du nombre d'observation n
| Soit h, une suite réelles
® A (h x) fixé : E(F"(x-i_ h) — F (x — h)) est un estimateur de
1 . Sth=h,=30 alors ff(x) est un estimateur asymptotiquement sans biais
E(F(‘ il ) de la densite f(x)

Il est sans biais et fortement consistant i S > X
f CSth=h 50 et nh, =3 oo alors fl(x) est un estimateur L? consistant de

la densité f(x) =




Pour différentes valeurs de n :

on représente Lhistogramme d'un n-échantillon de variables iid
suint la loi gaussienne standard N(o,1)
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On  calecule sur les n-échantillon Frécédav\k

Uestimateur a noyau avec le noyau gaussien

Estimakteur a noyau de la densité

o Lidée est de réqulariser L'estimateur de la densité pour
obtenir un estinmateur continu.

on a

o & x=-X Jfeis x=-X
)= 1 — ) =— ) Ky| ——
S () 2nh, g s < h > nh, 1= U( h, >

1 n

o K est la densité de la loi uniforme sur [-1,1]

® On remplace K par une densité K telle que
K est paire et les fonctions K> et x — x’K(x) sont intégrables

@ Exempte de noyau : la densité de la Lot gaussienne standard

22

Eskimabeur a noyau.

o Lestimateur & noyau de la densité f est défini par
19 =X
) =— ) K
2 nh, g:‘ ( hy, )
K : le noyau est une densité paire et Les fonctions K> et x — x*K(x) sont intégrables
h, est une suite de réels positifs appelée fenétre.
: On suppose que la densité { est C? et f.f.f" sont boriées, strictement positives

n— oo

1. St h=h,— 0 alors f,(x) est un estimateur asymptotiquement sans biais de la densité
J)

n— oo

2S5t h=h,=30 et nh, 3 o alors f,(x) est un estimateur L? consistant de La densité f(x)




Effet de b (10 réplications)

Compromis biais — variance

Le biais est équivalent & Ch?

Y

La variance est équivalente & C ’T
nh,

=

1
7 . T >
N = S0 Banawiath — = " Uerreur L est &quivalente a C?ht + C’T
nh
N=sS0 = h= O.S n

Si h, = cn™" alors le choix optimal au sens de

1

= Verreur L2 est équi.vatahha a

lerreur quadraf:i.qua est a =

Cn —4/5

choix de la constanke

Grildre il i A partir de L'estimateur & noyau de la densité f, on peut

estimer

Les constantes sont QXPLLCLEQS mais elles déFeV\deVlE de la o La {OV\CELOV\ de T'éFO\T'EE«EiOV\ en Frehq“k
densité qui est inconnue i ;
Flllu)}azl(x J ﬁz(t) dt

Crikére de Silverman : on calcule les constantes sous —00

Uhypothéses que Lo densité est celle d'une loi gaussienne,
® E(h(X))) en prenant Jh(r)fn(f) dt st h(X;)€L! et W(Y) e L!

data : gaussienne data :gamma data : student 1

avec Y ~ K,
- Cas particulier la moyenne, la variance etec

o La fonction quantile en prenant L'inverse ou le pseudo
nverse de F;




