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CHAPITRE 1

Conditionnement

Dans ce chapitre, (92,4, P) désigne un espace probabilisé.

1. Conditionnement par un événement

On se donne B un événement (i.e. B € A ) tel que P(B) > 0. Pour tout A € A, on pose

_P(BNA)
Qp(A) = “PB)
Exercice 1. Montrer que Qg définit une probabilité sur (€2,.4) AN

Définition 1.1. Qp est la mesure de probabilité sachant l’événement B. On la note souvent
P(:|B)

Proposition 1.1. Soit X une variable aléatoire.
Si X est P—intégrable i.e. E|X|:= [|X]| dP < oo alors X est aussi P(-|B)—intégrable. De plus,
on a

E(X|B) Y /X dP(-|B) = ﬁ/BX dP = ﬁE(X]IB). (1.1)

E(X|B) est l’espérance de X sachant (ou conditionnelle a) I’événement B.
DEMONSTRATION. Ce résultat se démontre par étapes, en commencant par une fonction in-

dicatrice, ce qui permet de passer aux fonctions étagées puis aux fonctions mesurables positives,
pour conclure sur les fonctions intégrables.

Etape 1: X = I4 :
P(BnA)
P(B)

1 1
‘P<B>/“BM‘1P‘P<B>/BMP

Etape 2 : X = > jesAjla; ot J est un ensemble fini et les (A;) sont des événements disjoints.
On obtient la relation (|1.1) grace a la linéarité de l'intégrale et 1’étape précédente.

/ I, dP(-|B) = P(A|B) =

Etape 3 : X est mesurable positive. Il existe une suite croissante de variables aléatoires (X,,),enétagées
positives qui converge vers X. D’aprés I'étape 2., on a

vneN /Xn dP(-|B) = P(lB)/BX" ap.

On applique ensuite le théoréme de Beppo Levi aux deux intégrales.

Etape 4 : X intégrable. La variable aléatoire X se décompose sous la forme X = X+ — X~ avec

Xt =max(X,0)
X~ =max(—X,0)

Les variables aléatoires X et X~ sont positives et P—intégrable. L’étape 3 assure que
1
Xt dP(-|B) = 7/ Xt dP < +co
/ P(B) /p

4
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1
X~ dP(:|B) = 7-/ X~ dP < +o0
/ (B) /5
donc |X| = Xt + X~ est P(-|B)—intégrable et on obtient (1.1)).

O

Pour toute variable aléatoire X (admettons qu’elle est & valeurs dans R, mais elle pourrait
aussi étre a valeurs dans un autre espace) ce qui précéde définit aussi la probabilité, sachant B,
que X appartienne & n’importe quel borélien de R. Autrement dit on construit facilement la loi
conditionnelle de X et, par le théoréme de transfert, ’espérance conditionnelle se calcule aussi en
utilisant cette loi :

Définition 1.2. La loi de X sachant (ou conditionnelle a) l’événement B est la transportée de
P(:|B) par X. Soit, pour tout E € B(R)

Px(E|B) =P(X~(E)|B)=P(X € E|B)
et on a

E(X|B) = /RdeX(;dB).

Exemple 1.1. Soit (X7, X5) un couple de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
définie par

P(X,=k)=0o(1-0a) VEkeN
oil « est fixé dans ]0,1[. (On note G(a) cette loi)

On pose

N = 1 S% Xl S X2
2 sinon

On va déterminer le loi de X sachant N = 1.
Commengons par calculer la loi de la variable aléatoire N. La loi du couple (X7, X2) étant
symétrique, on a
P(X; < X5)=1/2(1 - P(X; = X2)).
On en déduit

1
- 1(1 + ip(xl —k Xy = k)):l(l n ip(xl — B)P(X, = k))
2 ’ 2
k=0 k=0
car les variables aléatoires sont indépendantes,

1

P(Nzl):§<1+(1—a)2§:a2k)

1 1—a)? 1
B2y -

2 1-a? 1+«
La loi conditionnelle de X; sachant I’événement [N = 1] est donné par

= — > _

P(N =1) P(N =1)
=(1+a)P(X; =k)Y P(Xy=10)
>k
=(1+a)ef(1l-0a)) (1-a)
>k

= (1-a?)a?k, VEkeN.
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La loi conditionnelle de X; sachant I'événement [N = 1] est une loi G(a?). On en déduit que
lespérance de X; sachant événement [N = 1] est égale &

052

E(X;IN=1)=> kP(X; =kIN =1) = s

k=0
De la méme facon, on obtient la loi de X; sachant [N = 2]
P(X,=kN=2)=(1-a?)a"11-a%) VEk>1
1 2
et I’espérance conditionnelle de X; sachant N = 2 est égale & L—Ff
-«

Remarque :
L’espérance de X s’exprime a partir des espérances conditionnelles E(X;|N = 1) et E(X;|N =
2). En effet, on peut décomposer X; en

X1 = X1Iy=1 + X1 In=2
et grace a (|1.1)), on obtient
EX, =E(X;In=1) + E(X: In=2)
P 1) (X1IN = 1) + P(N = 2)E(X,|N = 2)

l1—«

2. Conditionnement par une partition au plus dénombrable d’événements

Dans cette partie, (By)nen désigne une partition de 2 telle que P(B,,) # 0 pour tout n. On
note B la tribu engendrée par cette partition B = o (B,, n € N).

2.1. Définition et propriétés de la probabilité conditionnelle. Soit A un événement.
On définit la probabilité conditionnelle de A sachant 5 comme étant la variable aléatoire qui prend
la valeur P(A|B;) pour tout w € B;. On la note P(A|B). On a donc pour tout w € 2

P(A[B)(w) = 3 P(AIB,) I, (w) (1.2
neN
Proposition 1.2. Soit A fizé, la variable aléatoire P(A|B) satisfait les propriétés suivantes :
P(A|B) est B—mesurable

[ma] - pour tout B € B, on a / P(A|B) dP =P(AN B).
B

DEMONSTRATION. En tant que fonction constante sur chaque B;, la variable aléatoire P(A|B)
est mesurable. Soit B € B. Il s’écrit de la forme B = U,e1, B; et pour tout fonction P—intégrable

f,on a
/ fdp = Z/ f dp.
i€l
On obtient
/ (AB) ap =Y / (AB) d
i€l
_Z/ > P(A|B;)Ip, dP = > ) "P(A|B)) / dp
i€l ¥ Pi jeN i€ly jEN BiNB;
= Z P(A|B;)P(B;) car B, N B; =0 si j # i et B; sinon
i€l

=P(ANUer,B;) =P(ANB)
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Proposition 1.3. A w fizé, P(-|B)(w) est une mesure de probabilité.

DEMONSTRATION. En effet, si on fixe w € €, il existe un unique élément de la partition, noté,
B“ tel que w € B“. On a alors

P(|B)(w) =Y P(|B))lp,(w) = P(|B¥).
JEN
C’est bien une probabilité. O

Remarque 1.1. Supposons qu’il existe des éléments de la partition ayant une probabilité nulle.
On note I = {i : P(B;) # 0}. La probabilité conditionnelle sachant B est alors définie par

P(A|B)(w) =) P(AB,) 15, (w) (1.3)

nel

P(A|B) est nulle sur 'ensemble | J, ;. B;. |

iele
2.2. Définition et propriétés de 1’espérance conditionnelle.

Définition 1.3. Soit X une variable aléatoire dans L' (2, A, P), I’espérance de X conditionnel-
lement o B est la variable aléatoire définie par

E(X|B)(w) " /X dP(|B)(w) = > E(X|B;)Ip,(w) (1.4)
ieN
pour tout w € Q.

Remarque 1.2. Pour tout w, c’est tout simplement
B(X|B)(w) = [ X dP(|B*) = E(CX|B)
ol B¥ est I'unique élément de la partition contenant w. |

Proposition 1.4. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires intégrables par rapport a P et
(Xn)nen une suite de variables aléatoires P—intégrables.
A w fixé, lespérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes

(1) pour tout couple (A, p) € R?, E(AX + uY|B)(w) = AE(X|B)(w) + pE(Y|B)(w)

(2) si X <Y p.s. alors E(X|B)(w) < E(Y|B)(w).

(8) si (Xn)n est une suite croissante de variables aléatoires positives intégrables telle que
lim, oo T X, = X alors limy, oo T E(X,|B)(w) = E(X|B)(w)

DEMONSTRATION. Ces propriétés se déduisent immédiatement des propriétés de I'espérance.
En effet, a w fixé E(-|B)(w) est égale a 'espérance par rapport a la mesure de probabilité P(-|B%)
ot B“ est I'unique élément de la partition contenant w.

O
Proposition 1.5. Soit X une variable aléatoire P—intégrable.
(1) L’application w — E(X|B)(w) satisfait
E(X|B) est B—mesurable
(2] pour tout B € B, on a /BE(X|B) dP = /BX dP.

En particulier en prenant B = ), on obtient
E(E(X|B)) = E(X)
i.e. les variables aléatoires X et B(X|B) ont la méme valeur moyenne.
(2) SiY et XY sont P—intégrables et si X est B— mesurable alors
E(XY|B) = XE(Y|B)
(3) Si X est indépendante de la tribu B alors E(X|B) = E(X)
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DEMONSTRATION.
Preuve de (). E(X|B) est B—mesurable car elle est constante sur chaque B;.

Pour tout B € B, on démontre I’égalité / E(X|B) dP = / X dP par la méthode standard.
B B

Etape 1: X = T4 avec A € A le résultat est immédiat car on retrouve la relation [r1]. Il suffit
d’écrire la définition de E(X|B) i.e. E(I4|B) =P(A|B).

Etape 2: X = ZjeJ AjlL4; ot J est un sous ensemble fini. Le résultat découle de I'étape précé-
dente en utilisant la linéarité de l'intégrale et de la linéarité de I’espérance condition-
nelle.

Etape 3 : X est mesurable positive. Il existe une suite de variables aléatoires étagées positives
telle que lim T X,, = X. L’étape précédente assure que pour tout n, on a

/E(Xn\B) dP:/ X, dP.
B B

D’aprés — de la proposition E(X,|B) est presque stirement croissante posi-
tive. On peut donc appliquer le théoréme de Beppo Levi, puis la propriété de la
proposition [1.4] pour obtenir le résultat.

Etape 4 : X est intégrable. On décompose X = Xt — X~ avec EX* < oco. L’étape précédente
assure que

/E(XﬂB) dP:/ X+ dap
B B

pour tout B € B. On peut ensuite conclure en utilisant les propriétés de linéarité.
Preuve de (2). On a

E(XY|B) =Y E(XY|B;)Ip, = /XY dP(.|B;)1p
i€l iel
L / XY dPI
B;
< P(Bi) /s,
Comme X est B-mesurable donc X s’écrit de la forme ), ; z;Ip, avec I C N. On obtient
1
E(XY|B) XY dPI —_— i Ip.Y dPIp,
5= 555/, n =3 w5y 2 [, oY P
ieN JEN v
or
Ip, sii=j
Ip.nB, = ’
Bint: {0 sinon.
d’ou

E(XY|B) = Zml /YdP]IB => xE(Y|B;) 15

el i€l
D’autre part
XE(Y|B) = le]IB ZE Y|B))1p, = Z z;E(Y|B;)Ip,n5, —Zasl (Y|B;) I
el jeI i,5€1 el
D’ou I’égalité annoncée.
Preuve de . X étant indépendante de B, elle est aussi indépendante des variables aléatoires
Ip,. On a donc

E(X|B) = ZP E(X 1g,) ZP JE(Ip,)Ip, = E(X ZHB:]E

i€l el
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2.3. Conditionnement par une variable aléatoire discréte. Soit Y une variable aléa-
toire discréte, Y (Q) = {y;, i € I C N}. On peut appliquer les résultats précédents a la tribu engen-
drée par Y, i.e. la tribu engendrée par la partition constituée des événements B; = Y ~1({y;}), i €
I. On note o(Y) cette tribu. On définit ’espérance de X sachant Y par

E(X|o(Y)) == E(X[Y)
et de méme la loi de X sachant YV
Px(o(Y)):=Px(.]Y).
En particulier, on a

E(X[Y) =Y E(X|Y = y:) [y—y, = 9(Y).
i€EN

/Bg(Y)dP:/BXdP

pour tout B € o(Y). Par conséquent pour tout partie C de {y;, i € [},ona Y 1(C) € o(Y) et la
relation précédente s’écrit

D’aprés [m2],

P(Y = = X dP
S g(y)P(Y =) /Y o

yeC

Exemple 1.2. Reprenons les variables aléatoires définies dans 1’exemple L’espérance de N
conditionnellement & X; est donné par

> E(N|Xy = k)Ix,—.
k=0
De plus, on a
E(N|X,=k)=P(N =1|X; = k) +2P(N = 2|X; = k)
P(Xy > kX, =k)+2P(Xy <k, X, = k)
B P(X, = k)
=P(Xo > k)+2P(Xy <k)=1+P(X, <k)

{1+z§_3(1—a)aj=2—a’f sik>1

1 sik=0
=2—aF

Ainsi, on obtient

E(NIX1) =) (2-af) Ix,op =2—a™
k=0

2.4. Quelques remarques. On sait désormais calculer ’espérance conditionnelle par rap-
port & une tribu engendrée par une partition dénombrable ou par une variable aléatoire discréte.

Il est important de remarquer que les propriétés [mg] définissent 'espérance conditionnelle
presque siirement. En effet,

Proposition 1.6. Si deuzx variables aléatoires Y1 et Yo vérifient les propriétés [wa] alors elles sont
égales P—presque strement.

DEMONSTRATION. On a, pour tout B € B,
/ (Y1 -Y3)dP =0 (1.5)
B

Posons By = {Y; — Y2 > 0} et By = {¥; — Y2 < 0}. Ces deux événements sont dans la tribu B car
Y7 — Y5 est B—mesurable. En appliquant (1.5) aux événements By et Bs, on obtient qu’ils sont
P —négligeables. Par conséquent, on a bien Y; — Y5 = 0 P—presque stirement. O
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Les conséquences de ce résultat sont les suivantes.

(1) Si on modifie la variable aléatoire > E(X|B;)Ip, sur un ensemble B—mesurable et de
probabilité nulle alors elle vérifie toujours les propriétés [ma].

(2) Silon trouve une variable aléatoire qui vérifie les propriétés [mo] alors elle est presque
stirement égale a > E(X|B;)Ip,.
Dans ce cas on parlera de version de ’espérance conditionnelle.

3. Conditionnement par une tribu

L’exemple suivant met en évidence la difficulté de généraliser au conditionnement par une
variable aléatoire non nécessairement discréte.

Exemple 1.3. Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
uniforme sur [0,1]. On pose Z = X + Y. On souhaite donner un sens & P(X < a|Z = «) et a
E(X <da|Z = a).

Ici, la définition précédente n’a pas de sens, puisque les probabilités P(X < a,Z = «a) et
P(Z = «) sont toutes les deux nulles.

Une possibilité pourrait étre de calculer P(X < a|Z € [, a+h]) puis de prendre si elle existe
la limite quand h tend vers zéro.

On prend « < 1. Soit h > 0 tel que [, + h] C [0,1], on a

P(Z € [a,a+ h]) = 1/2((a + h)* — a?) = 1/2h* + ah

et
ah sia < a
P(X <a,Z€a,a+h])=LSP(Z<c[a,a+h])—1/2(a+h—-a)® sia<a<h+a
P(Z € [o,a + h]) sia>h+a
d’ou
2ah :
W t2ha sta <o a
< ) e 4 sia<a
P(X <a|Z € [a,a+ h]) - Sorana &aﬁaﬁh—&—am 1 sia>a
1 sia>h+a«

On reconnait la loi uniforme sur [0, a. I
Le probléme principal posé par cette définition est ’existence de la limite quand h tend vers
Z€ro.
Une “meilleure” voie est d’utiliser les propriétés [m2] comme définition de lespérance condi-
tionnelle et de vérifier que les propriétés obtenues dans la section précédente

Définition 1.4. Soit B une tribu et X une variable aléatoire. L’espérance conditionnelle de X
sachant B est la classe des variables aléatoires B(X|B) qui vérifient [ma] i.e.

E(X|B) est B—mesurable

pour tout B € B, on a /

E(X|B) dP:/ X dP.
B B

On appelle version de ’espérance conditionnelle un élément de cette classe

La suite de cette section s’organise de la fagon suivante :

1) On montre que E(X|B) vérifie les propriétés obtenues dans la section précédente pour Iespé-
rance conditionnelle (Section [3.1)

2) On montre lexistence de E(X|B) sous certaines hypothéses. (Section
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3.1. Propriétés de E(X|B). Soit X une variable aléatoire P—intégrable. On suppose qu’il
existe une variable aléatoire E(X|B) qui satisfait les propriétés [w2]. Sous ces conditions, la variable
aléatoire E(X|B) vérifie les propriétés suivantes
Propriété A. E(-|B) est linéaire.

Propriété B. Si X est positive alors E(X|B) l'est aussi. Sinon, il existe B € B de probabilité non

nulle telle que [, E(X|B) dP < 0. D’ou [, X dP < 0 ce qui contredit ’hypothése
X positive.

Propriété C. [Théoréeme de Beppo Levi pour ’espérance conditionnelle] Soit (X, )nen une suite
croissante de variables aléatoires positives qui converge vers X alors lim 1 E(X,|B) =
E(X|B).
Notons d’abord que (E(X,|B)), est une suite croissante de variables aléatoires po-
sitives et B—mesurable. De plus elle est majorée par E(X|B) donc elle converge et
sa limite (notée Y) est B—mesurable. De plus, en utilisant Beppo Levi, on a

/YdP—hm/ (Xn|B) dP—hm/X dP = /XdP

Donc Y vérifie [ma].

Propriété D. [Lemme de Fatou pour l’espérance conditionnelle] Si (X, )nen est une suite positive,
alors

Propriété E. [Théoréme de la convergence dominée pour ’espérance conditionnelle] Si (X, )nen
est une suite qui converge vers X et s’il existe une variable aléatoire Y intégrable
telle que pour tout n X,, <Y alors

lim E(|X, — X||B) =0.
Proposition 1.7. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. Si X est B—mesurable alors
E(XY|B) = XE(Y|B) presque sirement.
DEMONSTRATION. XE(Y|B) est le produit de variables aléatoires B—mesurables donc elle I'est
aussi. On montre maintenant par la méthode standard 1’égalité : pour tout B € B

/XE(Y|B) dP:/ XY dP
B B

Fixons B € B.
Etape1: X =TI, avec A € B. On a

/ TAE(Y|B) dP:/ E(Y|B) dP:/ YdP car ANBe€B
B ANB ANB

:/ I,Y dP
B

Etape 2: X =Y X 14,. Le résultat découle directement de la linéarité de l'intégrale.

Etape 3: X est mesurable positive. Il existe une suite croissante de variables aléatoires étagées
positives (X, )nen telle que lim 7 X,, = X. L’étape précédente assure que pour tout n,
on a

/X,LE(Y|B) dP:/ X,Y dP. (1.6)
B B

o La variable aléatoire Y est positive. La suite (Y X,,),, est donc croissante positive
et converge vers XY . On peut donc appliquer le Théoréme de Beppo Levi aux
deux membres de ((1.6)) et on obtient

/XE(Y|B) dP:/ XY dP
B B
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¢ Y quelconque. On applique le résultat précédent a Y™ et Y~ i.e.
/ XE(Y*|B) dP = / XY+ dp.
B B

Ensuite, le résultat découle de la linéarité de I'intégrale et de I’espérance condi-
tionnelle.

Etape 4 : X est intégrable. On applique I'étape précédente a X+ et X~ et on utilise & nouveau
les propriétés de linéarité.

O

Proposition 1.8. Si X est indépendante de B alors E(X|B) = E(X) presque sdrement.

DEMONSTRATION. La variable aléatoire constante et égale & E(X) est B—mesurable. De plus,

pour tout B € B, on a
/E(X)dP:IE(X)/ dP:/XdP/I[BdP
B B

:/X]IB dP car X1 Ipg
=/ XdP
B
O
Proposition 1.9. Soient B et B’ deux tribus telles que B C B, on a
E(X|B) = E(]E(X|B’)|B) = E(]E(X|B)|B’) (1.7)

DEMONSTRATION. Rappelons que la condition B C B’ implique que si une variable aléa-
toire est B—mesurable alors elle est aussi B’—mesurable. Ce résultat implique que E(X|B) est

B’—mesurable et donc d’apreés la proposition , on a E(X|B) = E(IE(X|B)\B’).

Montrons maintenant que E(X|B) = E IE(X|B’)|B). La B—mesurabilité de E(X|B) est ac-
quise, de plus pour tout B € B

/E(X\B’)dP:/XdP car BeB DB
B B

:/ E(X|B) dP car BeB
B
O

3.2. Existence de E(X|B) et interprétation géométrique. Dans cette partie, nous mon-
trons que si X est de carré intégrable (c’est a dire X € L?(Q, A, P), la meilleure approximation
de X par un élément de L?(Q, B, P) est une version de 'espérance conditionnelle.

Théoréme 1.10. Soit H un espace de Hilbert (i.e. wun espace normé complet dont la norme
provient d’un produit scalaire). Soit E un sous espace complet de H Pour tout x € H, il existe un
unique €lément y € E tel que

—z| = inf - 1.8
ly =2l = inf flw — | (1.8)
y—zlE (1.9)
On note y = Pg(x). C’est la projection orthogonale sur E.

Rappelons que L?(Q, A, P) est un espace de Hilbert. Soit B une sous tribu A et L?(B) =
L?(Q,B,P) le sous espace L%(€, A, P) constitué des classes d’équivalence d’applications B —
mesurable. C’est un sous espace complet de L?(Q, A, P). Les hypothéses du théoréme sont
donc satisfaites. Posons Pr2(g) la projection orthogonale sur L?(B).
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Théoréme 1.11. Dans le conteste décrit ci-dessus, si X une variable aléatoire dans L?(2, A, P)
alors la variable aléatoire Y = Pr2(g)(X) vérifie la condition [m2] (c’est une version de lespérance
conditionnelle de X sachant B.)

DEMONSTRATION. Montrons que la variable aléatoire Y vérifie la condition [r3]. Par construc-
tion, la variable aléatoire Y = Pr2(3)(X) est B—mesurable. Comme la variable Y — X est ortho-
gonale & B, on a pour tout B € B, les variables aléatoires I et Y — X sont orthogonales c’est a
dire

E(X —-Y)Ip) =0.
Ceci implique que
E(Y Iz) = E(X I5)

/YdP:/XdP.
B B

Par conséquent, la variable aléatoire Y vérifie [ma]. O

ou encore

Remarque 1.3. L’existence reste vraie dans L'. On admet ici ce résultat. Il est important de
remarquer que l'interprétation en terme de projection n’est plus valide. |

3.3. Conditionnement par une variable aléatoire. Soit Y une variable aléatoire & valeur
dans lespace E (muni de la tribu £). On note ¢(Y") la tribu engendrée par Y. Pour simplifier les
notations, on écrit E(X|Y) au lieu de E(X|o(Y)).

Lemme 1.12 (Lemme de Doob). Soit U une variable aléatoire sur Q. U est o(Y)—mesurable si
et seulement si il existe une application mesurable g de E dans R telle U = g(Y)

L’espérance conditionnelle E(X]Y) est donc de la forme ¢g(Y) avec g mesurable et

/Bg(Y) dP:/BX AP VBea(Y).

L’événement B peut aussi s’exprimer de la forme Y ~1(C) avec C' € €. En utilisant le théoréme
du transfert, on obtient

frs] /C oy) APy (y) = / X ap

Y=1(C)

Remarque 1.4. Pas abus de langage, on utilise aussi la notation ¢g(y) = E(X|Y = y) qui est
différente de E(X|{Y =y}) |

Remarque 1.5. Rappel : une m—classe est une collection de parties de E contenant E et stable

par intersection fini.

Par exemple, {] — 00, a],a € R} est une m—classe qui engendre la tribu borélienne sur R

La propriété [m1] (resp. [m2]) est vraie si et seulement si elle est vérifiée pour tout C € C ou C est

une m—classe qui engendre B. On admet ce résultat.

Rappel : Limage réciproque d’une m—classe est aussi une mw—classe.

Par conséquent [r3] est vraie si et seulement si elle est vérifiée sur une m—classe qui engendre €. |
Dans ce contexte, les propriétés de ’espérance conditionnelle s’écrivent

1) Si X et Y sont indépendantes alors E(X|Y) = E(X).
2) Pour tout application h de E dans R mesurable, E(h(Y)Z|Y) = h(Y)E(Z|Y).
3) SiZ=hY) (= o(Z)Co(Y)) alors

E(X|Z) = E(E(X[Y)|Z) = B(E(X|2)|Y).
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3.4. Vecteur a densité. Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires qui admet une densité
f par rapport a la mesure produit p; ® pe. On a en particulier

P(X € B,Y €C) :/B Cf(x,y) dpr @ pa(z,y)

Proposition 1.13. Si E|X| < oo .e. [ |z|f(z,y) dur @ pa(x,y) < oo alors

Jaf(z,Y) dp(z)
J f(@,Y) dp ()

DEMONSTRATION. MOHtI‘OIlb d’abord que g est bien définie. Le dénominateur est nul sur
{w, [ f(z,Y(w)) du1(z) =0}. On a

i {w’/f(x’y(w)) dinlo) = 0} B /{y:f @) dui(2)}=0 Py

-/ () dpaly) = 0
{y:fv (y)=0}
g(Y(w)) est donc définie P—p.s.

g(Y) est o(Y)—mesurable (voir un cours sur les mesures produits).
On montre maintenant I’égalité [m3]. Soit C' € &

/ oly) APy (y) = / () fy () dpa(y)
C C

Jxf(z,y) du(2)
ff (©,9) dm( ) Ty (y) dpa(y)

= /C/xf(x,y) dpa (z) dpa(y)

= / X dP [via le théoréme du transfert]
HO)

E(X|Y) =g(Y) = (1.10)

O

Cette proposition (|1.10) nous donne une méthode de calcul de 'espérance conditionnelle dans
les situations suivantes :

Situation 1. (X,Y") est un couple de variables aléatoires discrétes
1

c’est le contexte de I’exemple
Situation 2. (X,Y’) est un coupe de variables aléatoires admettant f pour densité :

Jzf(z,y) do
Jf(zy) de
3.5. Distribution conditionnelle. A partir de la définition de I’espérance conditionnelle

E(X|B), on obtient l'existence de la probabilité conditionnelle P(A|B) en prenant X = I4. Dans
le cas général, on a donc

E(X]Y = y) =

/P(A|B) dP:/ I, dP =P(ANB)
B B

Si la tribu B est engendrée par une variable aléatoire Y a valeurs dans RP alors P(A|Y) = ¢(Y)
et pour tout C' € B(RP)

/C 6(y) Py (y) = P(Y"L(C) N A)

Comme pour U'espérance conditionnelle, on notera par abus de langage P(A|Y = y) = ¢(y).
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Soit (A, )nen une suite d’événements disjoints. On peut sélectionner, pour chaque n, une
version de P(A,|B). On vérifie facilement que

P(Unen4n|B) = Z P(A,[B) p.s. (1.11)
neN

P(.|B)(w) semble se comporter comme une probabilité mais il y a un probléme. En effet
lensemble de mesure 0 ou l’égalité (1.11)) n’est pas vérifiee dépend de la suite (A, )nen. Done
P(.|B)(w) ne définit pas, a priori, une probabilité .

Définition 1.5. On appelle version réguliére de la probabilité conditionnelle par rapport a B, une
application m de Q2 x A dans [0,1] telle que

1) o A€ A fizé, n(-, A) est B—mesurable et (-, A) = E(14|B)(-) p.s.
2) dw firé, A w(w, A) est une mesure de probabilité.

L’existence d’une version réguliére n’est pas garantie en général. Le théoréme suivant nous
donne un exemple oil I'existence de la version réguliére est assurée.

Théoréme 1.14. Soit X une variable aléatoire sur R?. Pour tout D € B(RY), on peut choisir
une version de Px(D|B) = P(X~1(D)|B) telle que

(1) a D € B(RY) fizé, Px(D|B)(-) est une version de E(Ix-1(py|B)(-)
(2) dw fizé, Px(-|B)(w) est une mesure de probabilité.

On parle alors de version réguliére.

Définition 1.6. Px (:|B) est appelée loi conditionnelle de X sachant B. Si B=0(Y) avec Y une
variable aléatoire ¢ valeurs dans R?, alors Px(-|Y) est la loi de X sachant Y.

Pour tout D € B(R?) et tout B € B, on a
/BPX(D|B) dP =P(X }(D)nB)
et pour tout 1(X) intégrable
E((X)[B)(w) = /Rzﬂ(af) dP x (z[B)(w)

Si on prend B la tribu engendrée par la variable aléatoire Y, on a pour tout D € B(R?) et
C € B(RP)

/ Px(D]Y =y) dPy(y) = P(X € D,Y € C)
c
et pour tout ¥(X) intégrable, on a

E((X)|Y)(w) = / () dPx (2]Y)(w)
pour tout w.

Proposition 1.15. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires qui admet pour densité f par
rapport & la mesure p1 ® po. La loi conditionnelle de X sachant’Y admet pour densité

fx (@Y =y) = jm Lyef £ay) dp ()20} (1.12)

DEMONSTRATION. Posons Cy = {y: [ f(z,y) dui(z) # 0}.
Il faut montrer que

/ fx(alY = y) d (2)
A
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est une version de P(X € A|Y). Pour tout B € B(RP), on a

/ / fx (@Y =y) dui(z) dPy (y) / (/ fx @Y =y) du(z )) fy(y) dpa(y)

//fxy dp () dus(y) (Th Fubini)
=P(Xe€AYeB)

Annexe : Chaines de Markov a espace d’états au plus dénombrable

Soit E un ensemble dénombrable et (X,,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans E.

Définition 1.7. (X, )nen est une chaine de Markov si et seulement si pour tout n € N et tout
(jos -+ Jn) € E™HL

. . ) . N .
P(X,, = jolXno1 = j1s--2 X0 = jn) = P(Xo = jo| Xuo1 = 51) = palirsjo)-
Si p, ne dépend pas de n la chaine de Markov est dite homogéne.
Remarque 1.6. L’ensemble E est souvent appelé espace des états de la chaine. |

Proposition 1.16. Soit (X,)nen une chaine de Markov homogéne.

(1) La loi de X,, est déterminée par la donnée des p(i,j) = P(X; = j|Xo = 1) et par la loi
de Xo.

(2) Pour tout entier h > 0 et pour tout (jo,...,jn) € EM1L, on a

P(X, = jolXn-1=J1,--, Xn—n = jn) = P(Xsy = jo| Xn_1 = j1).
8) Pour tout entier h > 0 et pour tout (jo,...,7J € E"? ona
( ) p Jos y IJn+1 ’

P(Xpin = JolXn =J1, -2 X0 = jnt1) = P(Xngn = Jo| Xn = J1)-

DEMONSTRATION.
Rappelons que pour toute suite finie d’événements A1, ..., A,, on a la relation suivante
P(AIN...NA,) =P(A,JA_1N...NANP(A,_1|Ap—2N...N A1) - P(A). (1.13)

Pour tout j € F, on a

=1i,) (car les événements sont disjoints)

|
™
"U

|
&
:

|
=

I
N
P
|
=
|
=

= in)P(Xn,1 = ilan,Q = i27. .. ,X() = ’Ln)

--P (X1 = in_1|X0 = i7l) P (XO = Z'n) (d’aprés "
> pin, )iz, in) -+~ plin, in-1)mo(in) (1.14)

B1ynenyin

puisque (X, )nen est une chaine de Markov.
Par définition on a
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P(X, =jo, Xn1=1J1,--s Xn—h = Jjn)
P(Xn 1 =71, , Xn-n = Jjn)
_ Z P(X, = jo, Xn—1=J1,..., X0 = Jn)
P(Xp1=7J1,-- s Xn—n = Jn)

P(Xn = j0|Xn—1 - j17 e 7Xn—h = jh) =

Jh+t1s---Jn
. . . P(anlzjlaﬂwXO:jn)
jh+;'jn ( O| ' ' ’ )P(Xn—l =J1,-> Xn—n :jh)

=P(X,, = jo|Xn—1=1J1)

car le terme P(X,, = jo|Xn-1 = j1,-.., X0 = Jjn) ne dépend pas de (jo,...,Jjht1,-.-.Jn) €t vaut
P(X,, = jo|Xn-1=71). De plus, on a

Z P(anlzjh-”aXO:jn)
P(Xn—l = j17 cee 7Xn—h = .jh)

= > PXnn1=jnits- o Xo = GnlXn1 =J1,. o, Xnn = jn) = 1

Jh41s---Jn

Jh415e--Jn

Le terme de gauche s’exprime de la fagon suivante
P(Xpin = jo, Xn =J1,..-, X0 = Jny1)
P(Xn = j17 v 7XO = jn+1)

_ Z P (Xpin =Jo, Xngho1 =01, , Xng1 = th—1, X = J1,- .-, X0 = Jnt1)
P(Xn :jla"'aXO :jn+l)

P(XnJrh - ]O|Xn - jl; .. ~3X0 = jn+1) =

i1,0th—1

= Y plinjo) - p(jrsin-1)

B1yesih—1
On traite le terme de droite de la méme facon i.e.

P(Xnin = jJo, Xn = J1)

P(Xpnin = jo|Xn =j1) =

P(Xn:jl)
_ Z P (Xoin = Jos Xnth—1 =115,y Xnp1 = ip—1, Xn = J1)
P(X, =j1)

U1y ih—1
= > plirjo) + p(irin—1).
U1yeesth—1

La derniére égalité est obtenue grace a la propriété 2] Ceci conclut la preuve. O

Le lemme suivant donne une méthode pour construire des chaines de Markov. Il est souvent
trés utile pour vérifier qu’une suite de variables aléatoires est une chaine de Markov.

Lemme 1.17. Soit (Y,,)nen une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans un espace dé-
nombrable. Si (X, )nen est définie par la donnée de Xy indépendante de la suite (Yy)nen et la
relation

ot fy, est une fonction & valeurs dans E, alors (X, )nen est une chaine de Markov.
De plus, sila fonction f,, ne dépend pas de n alors la chaine de Markov (X, )nen est homogéne.

La preuve de ce résultat repose sur le lemme suivant

Lemme 1.18. Soient U,V et W trois variables aléatoires discrétes a valeur dans trois espaces E,
F et G. Si pour tout (u,v,w) € E X F x G la probabilité P(U = u|V = v, W = w) ne dépend pas
de w alors c’est aussi la probabilité P(U = u|V = v)
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DEMONSTRATION. Pour tout w, on a
PU=u,V=o,W=w)=PU=u|lV=0,W=w)P(V=0,W=uw)
=F(u,v)P(V=0v,W =w)
ou F(u,v) =P(U =u|V =v,W = w). On obtient
PU=uV=0v)=> PU=uV=0W=uw)
weE
= F(u,v) Z PV =v,W=uw)
wek

= F(u,v)P(V =)

c’est & dire
PU =u|V =v) = F(u,v)

U
DEMONSTRATION. (Retour au Lemme
Remarquons que X, s’exprime comme une fonction des variables aléatoires (Xo, Yo, ..., Yn_1).
Comme le vecteur (Xo, Yo, ..., Y,_1) est indépendant de la suite (Y;,, Y541, ..), il en est de méme
pour X,,. Soit (jo,...,jn) € E™FL,
P(X, = jo,---, X0 =jn) = > PV 1 =0,Xn 1 =01, X0 =7n)
{l:fn—1(1,0)=jo}
= Z P(Ynfl :l)P(anl :j17"‘7X0 :jn)
{l:fn—l(jlal):j()}
d’ou
P(X,, = jo|Xn—1=j1..., X0 = jn) = > PY,a=1)

{l:fn—1(1,1)=4o}

Le terme de droite ne dépend pas de (ja,...,jn), c’est donc P(X,, = jo|X,,—1 = j1) d’apreés le
lemme La suite (X, )nen est donc une chaine de Markov avec

pnli,j) = > P(Y,_,=1)= > PM=1)
{L:fn-10,0)=5} {L:fn-1(,1)=5}
De plus, si la fonction f,, ne dépend pas de n alors p,(i,j) ne dépend pas de n et donc la chaine

de Markov est homogéne. O

Exemple 1.4. (Marche aléatoire) On pose X,,11 = X,, + Y, = f(X,,Y,) ot f ne dépend pas de
n. D’apres le lemme m, (X,,) est une chaine de Markov homogene et

plij)= >, PXo=1)=P(Yo=j—1).
{l:i41=5}

On prend par exemple Xy = 0 p.s. et la suite (Y;) i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de paramétre
p. 11 est facile de vérifier que

X,=» Y& VkeN
k=1
et donc X, suit une loi binomiale ~ B(n, p).

Exemple 1.5. On pose

. _[Xu+Ye siX, €D
" x, siX, ¢ D
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on a donc f(X,,Y,) =X, +Y,Ix cp et
P(Y=j—i) siieD
pli,g)= Y. PMy=1)=11 sii¢ Deti=j
(U =i} 0 siidDetidj

Pour conclure cette section, on considére des chaines de Markov a espace d’états fini. Fixons

E={1,...,q}. Soit (X,)nen une chaine de Markov homogéne sur E, on définit la matrice
p(e,1) pa,2) - ple,q)

Définition 1.8. La matrice Q définie en est appelée matrice de transition.
La somme des termes d’une ligne vaut 1,
PXo=1X1=k)+ - +PXa=¢X1=k) =1 Vk € E.
L’équation s’écrit
(m1(1),...,m(q)) = (mo(1),...,m0(q)Q m = 7@

D’ou m, = mpQ™ si bien que Q" peut s’interpréter comme la matrice de transition
P(X, = j|Xo =) = Q"(i,4)-

Annexe : Démonstration de la Proposition [1.10

Montrons d’abord que les propriétés (|1.8]) et (1.9)) sont équivalentes.

(1.8) implique (1.9) :

Soit w arbitraire dans E, Pour tout t € R, on a tw +y € F et
2 2 2 2
ly =zl < ltw+y —2|” = £ [Jw]|” + 2t(wly — 2) + [ly — z||°.

Dot £2 ||wl|® + 2t(w|y — ) > 0 pour tout t € R ceci est possible si et seulement si (w|y — ) = 0.
On a donc prouvé que y — z L E.
implique :

Soit y € E tel que y — = L E, pour tout w € E, ||z —w|® = ||z —y||* + ||ly — w|® car y —
w € E est orthogonal &  — y. On a donc ||z — w||®> > ||z — y||* et par conséquent ||y — z|| =
infyep ||lw—z|.
Existence

On pose d = inf e g ||w — z||. Sid = 0 alors z € E convient. On suppose désormais que d # 0.
Par définition de la borne inférieur il existe une suite (yy, ), dans E telle que ||y, — z|| — d quand n
tend vers l'infini. Soit e > 0 fixé, il existe un entier N tel que pour tout n > N ||y, — z|* < e2+d2.
Prenons n,m > N, par 'identité du parallélogramme, on a

1 1
2 2 2 2
||yn_xH +Hym_$H = §||yn+ym_2mH +§||ym_yn”

Yn + U 2

2

=2

1
+ 5 ”ym - ynH2

2 . .
Comme ¥2F¥n € B on a ||#24¥n — g[|” > d2. On en déduit que ||y, — ynll> < 4€2. La suite (y,)n
est donc de Cauchy dans F. Cet espace étant complet, la suite converge dans F, notons y la limite.
De plus,

2 2 2
& < |ly = z)” < lyn = 2lI* + Iy = yl° —— d*+0

ce qui implique que d = ||y — z||. On a donc prouvé existence de y € E vérifiant (1.8))
Unicité
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Soit (y,2) € E2 tel que d = ||z — y|| = ||z — 2||. On a
2 2 2 2
[z =yll” = llz = 2" = llz = ylI” + [ly — 21 + 2(z — yly — 2) (1.17)

or (x —yly—z2)=0cary— 2z € Eet x —y L E, et donc (1.17) implique que ||y — z|| = 0 d’on
Y= z.



CHAPITRE 2

Vecteurs Gaussiens

1. Rappels : vecteurs aléatoires, covariance, fonction caractéristique.
Xy
Nous commencons ce chapitre par quelques rappels sur les vecteurs aléatoires. Soit X = :
Xk
un vecteur aléatoire i.e. une application mesurable sur (R*, B(R¥)). Toutes les coordonnées du

vecteur X sont des variables aléatoires réelles.

Définition 2.1. Soit X un vecteur aléatoire tel que, pour tout j € {1,...,k}, la variable aléatoire
X; est P—intégrable. L’espérance de X est le vecteur E(X) = YE(X7)---E(Xy)).
On dit que le vecteur aléatoire X est centré si EX est le vecteur nul dans R¥.

Soit X un vecteur aléatoire dont toutes les coordonnées sont des variables aléatoires réelles
de L?. La notion de variance pour les variables aléatoires réelles se généralise en considérant la
matrice (notée Var(X) ou Xx) constituée des éléments

Cov(X;, X;j) = E((X; — E(X3))(X; —E(Xj))  V1<ij<k
Un simple calcul permet d’établir 1’égalité suivante
COV(Xi7Xj) = E(XZXJ) — E(XZ)E(XJ)

La matrice X x est appelée matrice de covariance de X. Elle peut aussi s’exprimer de la facon
suivante :
Yx = E(X X) - E(X) E(X)

otl X représente la transposée de X.

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires, L. On suppose que X (resp. Y) est a valeur dans
R* (resp. RP). La covariance entre les vecteurs X et Y est la matrice constituée des éléments
Cov(X;,Y;) pour ¢ = 1,...,k et 5 = 1,...,p. On la note Cov(X,Y). Remarquons que si les
vecteurs sont indépendants alors la matrice Cov(X,Y") est la matrice nulle.

Proposition 2.1. Transformation affine : Soit B € RP et A une matrice (p x k). On pose
Y = AX + B. Le vecteur aléatoire Y vérifie

(1) EY = AEX + B
(2) Var(Y) = AVar(X) 'A
Proposition 2.2. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires.

(i) Si X etY sont indépendants alors Cov(X,Y) =0
mais attention la réciproque est fausse

(i) Posons Z = <§£) Sa matrice de covariance est donnée par

( Var(X)  Cov(X, Y)>
Cov(Y,X)  Var(Y)

(i1i) Si X et'Y sont des vecteurs de méme dimension alors
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + Cov(X,Y) 4+ Cov(Y, X)

21
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Définition 2.2. Soit X un vecteur aléatoire. Sa fonction caractéristique est définie par
By (u) =E(e “X) =E (ei i “J'XJ‘) Vu € RF

Le résultat suivant assure que la loi d’une variable aléatoire est déterminée par sa fonction
caractéristique.

Théoréme 2.3 (unicité). Soient X et Y deuz variables aléatoires. On note ¢px et ¢y leurs
fonctions caractéristiques. Si ¢x = ¢y alors les variables aléatoires X et Y admettent la méme
loi.

On vérifie facilement que si Y est une transformation affine du vecteur X c’est a dire Y =
AX + B avec B € RP et A une matrice (p X k), les fonctions caractéristiques de X et Y sont liées
par la relation suivante

Dy (v) = e "By ( tAv)
pour tout v € RP.

La propriété suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour obtenir I'indépendance
des coordonnées d’un vecteur.

Proposition 2.4. Soit X = (X1, -, Xi) un vecteur aléatoire. Les variables aléatoires (X1, - , Xi)
sont indépendantes si et seulement si
E
Dy (u) = H‘I’Xi(ui) Yu = (u1,...,ug)
i=1
DEMONSTRATION.

[ = | Supposons que les coordonnées de X soient indépendantes. Pour tout v € R*, on a

(I)X( ) —E( J 1 U J) HE 1u] 9 H‘I)X] ’U,]

[ <= ] Réciproquement, pour tout u € R* on a

k
u) = H D, (ug).

Alors, on a, pour tout u € R*
. k
/622]-:1 T AP Xy, X (T TE) = H

Jj=1

/ €% dPx, (z;)

k

:/eizizlujzj H dPx, (z;)

Jj=1

L’unicité de la fonction caractéristique (voir Théoréme|2.3)) implique que la loi du vecteur (X1, ..., Xk)
est la mesure produit. D’ott I'indépendance des coordonnées du vecteur X O

2. Lois gaussiennes dans R

Définition 2.3. Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X est une variable aléatoire
gaussienne de paramétres (p,0?) avec p € R et 0 € RT
(on note X ~ N(u,0?)) si et seulement si X vérifie une des deux conditions suivantes

[] o >0 et X admet pour densité

) = <o o (- gzt - ?) (2.1)

[II] o =0 et X est presque stirement égale d pu.
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Remarque 2.1. Dans la situation [II], on parle de lois gaussiennes dégénérées. Dans ce cas, la
variable aléatoire n’admet pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue. |

Rappelons quelques propriétés des lois gaussiennes. Soit X ~ N (i, 0?), on a
e l'espérance de X vaut pu.

e la variance est notée Var(X) et vaut o2.

e la fonction caractéristique de X est égale &

dx(t) = E(¢X) = eithe= 5" VieR.

LN N(0,1). Cette loi gaussienne est dite standard

o
e plus généralement, on a

e si o > 0 alors

aX + b~ N(ap+b,a*0?)
pour tout (a,b) € R2.

Dans la suite du chapitre, on utilisera les notations suivantes
o A pour la transposée de A

o I, pour la matrice identité de dimension n X n

¢ Op,m pour la matrice nulle de dimension n x m

o diag(as,...,ap) désigne la matrice diagonale dont la diagonale est égale & (aq, ..., ap), c’est
a dire
ag 0 -~ 0
a
. 0 " IR
diag(as,...,ap) = =

S a
0 -+ 0 a P

3. Vecteurs Gaussiens

Définition 2.4. Un vecteur aléatoire X & valeurs dans RF est un vecteur gaussien si et seulement

st toute combinaison linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire gaussienne i.e. VA,
k . . . . Lo

> =1 Aj X suit une loi gaussienne (€ventuellement dégénérée).

Remarque 2.2. Si X est un vecteur gaussien alors pour toute partie {i1,...,4,} de {1,...,k}, le
vecteur (X ,...,X; ) est gaussien. |

Proposition 2.5. Si ¢ est une application linéaire de R* dans R™ et si X est un vecteur gaussien
de dimension k alors ¢(X) est aussi un vecteur gaussien de dimension m.

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que toute combinaison linéaire des coordonnées de
@(X) est aussi une combinaison linéaire des coordonnées de X. O

On peut aussi définir un vecteur gaussien a partir de sa fonction de caractéristique. On a
I’équivalence suivante :

Théoréme 2.6. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R* est un vecteur gaussien si et seulement
si X € L? et il admet pour fonction caractéristique

Dy (u) = e fup— g uBu VucR (2.2)
avec 1 = E(X) et ¥ = Var(X).

DEMONSTRATION.
( =) Par définition, on a

By (u) =E(e’ “X) = E(e) = 0y (1)
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k
ounY = ZuzXZ La variable aléatoire Y est une variable aléatoire gaussienne puisque c’est une
i=1
combinaison linéaire des coordonnées du vecteur gaussien X.
On a donc
. Var(Y)
By (1) = V=2
avec
k k
E(Y)=EO) wX,)=> wk(X,) = ‘up
i=1 =1
et

k kok
Var(Y') = Var ( uiXZ) = Z Z Cov(u; Xi,; X;)
i=1

i=1 j=1
k k
= Z Z uinCOV(Xi, Xj) = tuZu.

Ceci prouve que la fonction caractéristique du vecteur X est bien de la forme annoncée.
k

(<= ) Soit 'A = (A\,..., ). On pose Y = Z \iX; = "AX. Montrons que Y est une variable
i=1
aléatoire gaussienne. Pour tout u € R, la fonction caractéristique de Y est donnée par

Dy (u) = E(e™ MX) = dy (ul)
S (uh)p— 3 (uA)SuA
— eiu tAu—%uz ASZA

On reconnait la fonction caractéristique de la loi gaussienne N'( Ay ; *AXA). Donc Y est bien une

variable aléatoire gaussienne. O

Remarque 2.3. Cette propriété nous montre que la loi d’'un vecteur gaussien est entiérement
déterminée par son espérance et sa matrice de covariance.

Dans la suite, on utilisera la notation X ~ N (u,Y) pour désigner un vecteur gaussien de
dimension k, d’espérance p et de matrice de covariance X. |

Exemple 2.1. Soient Xi,..., X, des variables aléatoires gaussiennes indépendantes. On sup-
pose que X; ~ N (m;,02) pour tout i € 1,...,p. A partir du Théoréme on montre facilement
que X = %Xi,...,X,) est un vecteur gaussien d’espérance (EXi,...,EX,) de sa matrice de
covariance est diagonale et égale a diag(o?,... 7012)). Attention : I'exemple nous fournit un
exemple de vecteur donc les coordonnées sont gaussiennes mais le vecteur n’est pas gaussien. ||

Remarque 2.4. Soit A une matrice de dimension p X k et X un vecteur gaussien, X ~ N (u,X).
Le vecteur AX est un vecteur gaussien de dimension p d’aprés la Proposition De plus, on a
X ~ N, (Ap, AT tA). |

4. Vecteur gaussien et indépendance

Lorsque ‘X = ¥ X7i,---, X}) est un vecteur aléatoire, L2, nous avons vu que si les coordonnées
(X1,---,Xk) sont indépendantes alors la matrice de covariance est diagonale car cov(X;, X;) =0
pour i # j. La réciproque est fausse en général. Pour les vecteurs gaussiens, nous avons le résultat
suivant

Proposition 2.7. Soit X un vecteur gaussien de dimension k, de moyenne u et de covariance
3. Les variables aléatoires (X1,---,X) sont indépendantes si et seulement si la matrice . est
diagonale.
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DEMONSTRATION. Notons o5 ; les éléments de la matrice X.
D’aprés la proposition les variables aléatoires (X7, -, Xx) sont indépendantes si seule-
ment si

k
Ox(u) = [[®x.(w) VueR" (2.3)
i=1
Or la fonction caractéristique de X s’écrit
Dy (u) — el up—3% uSu

et le terme de droite dans ([2.3) s’exprime comme

k k
H Py, (ui) = H eiHINI—FUIThi = g "oy Ty U505
i=1 j=1
De plus, on a 25:1 u?crj,j = %Du en prenant D la matrice diagonale construite a partir de la
diagonale de ¥ i.e.
01,1
D =

Ok,k
L’égalité (2.3) est donc équivalente & ¥ = D. D’ou 'indépendance des coordonnées de X si et
seulement si ¥ = D.
O

Exemple 2.2. Soit X une variable aléatoire gaussienne standard et soit € une variable aléatoire
de loi
Pe=1)=P=-1)=1/2.
Supposons que X et ¢ soient des variables aléatoires indépendantes. On pose Y = eX.
e Y est une variable aléatoire gaussienne.
En effet la fonction caractéristique de Y est donnée par

E(eitY) — E(eitsX)

/ Z e“’”P(s =k)| dPx(x) (indépendance et th. de Fubini)

ke{-1,1}
x| Lo ix
= 2]Ee + 2IEe
1 142 12
= 5(0x(t) +ox (=) =2 (car ¢x(t) = e 20).

e Cov(X,Y)=0
En effet, la covariance est égale a

E(XY) - E(X)E(Y) =E(XY) (car E(X) = 0)
=E(X%) = B(X?)E(e) (via I'indépendance)
=0 (car E(g) = 0)

o | X| = |e||]Y] =|Y| donc les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

Ici, les variables aléatoires X et Y sont gaussiennes mais le vecteur (X,Y") lui n’est pas un vecteur
gaussien. I

Proposition 2.8. Soit X un vecteur gaussien écrit de la forme (Y, Z) avecY € RP et Z € RY. Les
vecteurs Y et Z sont indépendants si et seulement si la matrice de covariance de X est diagonale

par blocs c’est a dire
A Opyg
Ogp B

avec A une matrice de dimension p X p et B une matrice de dimension q X q.
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DEMONSTRATION. & faire en exercice O

5. Existence

Proposition 2.9. Soient ¥ une matrice symétrique semi définie positive et p un vecteur de RF.
Il existe une (unique) loi de probabilité N telle que

/ei ux CL/\[(LC) _ ei tuu—% uSu

pour tout u € R¥.

DEMONSTRATION. La matrice ¥ étant symétrique est diagonalisable dans une base orthonor-
male. Par conséquent, il existe une matrice P telle que

A1
P'P =1, et '‘PYP=A=
Ak
Les \; sont positifs (A; > 0) car la matrice ¥ est semi définie positive.
On définit le vecteur Y dont les coordonnées Y; sont indépendantes et tel que, pour tout j,

Y est distribuée suivant la loi gaussienne N(0, \;).
La fonction caractéristique de Y s’écrit alors

k
=1
j=1

C’est donc un vecteur gaussien centré et de matrice de covariance A.

On pose X = PY + u. Le vecteur X est gaussien. En effet toute combinaison linéaire des
composantes de X s’écrit comme la somme d’une constante et d’une combinaison linéaire des
composantes de Y. Comme Y est un vecteur gaussien c’est aussi la somme d’une constante et
d’une variable gaussienne qui reste une variable gaussienne.

De plus, sa moyenne vaut PEY 4 u = u et sa matrice de covariance égale a

Var(PY + p) = Var(PY) = PVar(Y) 'P = PA'P = 3.

6. Densité d’un vecteur gaussien

On a montré dans la section [5] que la loi normale Ny (u,Y) est la mesure image de la loi
®§:1N(O, Aj) par la transformation y — Py + 4 .

Situation 1 : Si pour tout j, A\; # 0 , la mesure ®§:1N(O, A;j) admet pour densité

rk[ ex 1&?)7;6)( 71ky7j2
V2T, P3N, o P T\ 2 &N )

=1

Par conséquent, la mesure image par la transformation x = Py + p admet aussi une
densité égale a

1

(-3 He—p) S~ Hz—mu)) (2 4)
& . .
(2 )k/Qdet( )1/2

en effet
1) Le jacobien de la transformation y — Py + p est égal a |det(P)| = 1.
2 ) Le terme Hle A; est égal a det(X).
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3 ) Finalement, on a

k 2
> U=y
i=1""
= (‘P(z — w))A™("P(z — )
= Yz —p)PAT Pz —p) = (@~ w7 (z — p)
Situation 2 : On note A1, ..., A, les valeurs propres non nulles (¢ < k). La loi de Y s’écrit comme

Q1 ® Q2 ou @ admet pour densité

q
11 L expmty?)
j=1 \/271’)\]‘ 2)\j J

et Q2 est la mesure de Dirac au point (0,...,0) € R¥"P. La loi image de Q; ® Q2
par la transformation y — Py + p n’admet pas de densité par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R*. En effet, le support de la loi est 'image par y — Py + p du
sous espace vectoriel R? x 0¥~7 de dimension ¢. La loi est concentrée sur un sous
espace affine de dimension ¢ dans R* qui est de mesure de Lebesgue nulle.

Dans ce cas, on a

E[h(X)] = / W(PY + 1) dQ1 ® Qs

q
1 1

= h(Pt(yl,...,yq,O,...,O)+M) | I exp(——yz) dyy -+ dy,

/ i1 V21 2X; 77

7. Vecteur gaussien et conditionnement

Soit X un vecteur gaussien de dimension k£ > 2. On pose Hffl le sous espace des fonctions
affines engendré par Xi,..., X;_1. On note Py (X4) la projection orthogonale (dans L?) de Xj,

sur H 7t

Théoréme 2.10. Soit X un vecteur gaussien d’espérance i et de matrice de covariance . On a
les propriétés suivantes :

Propriété 1. La variable aléatoire Xy, — Pyr-1(Xy) est indépendante de (X1, ..., Xy_1), elle suit
1
une loi gaussienne centrée et de variance

0'2 = E(Xk - PH{C—1(X]§))2 = ||Xk — PHf—l(Xk)Hg

Propriété 2. PH{cfl (Xk) = E(Xk|X1,. .., Xi—1)

Propriété 3. La loi conditionnelle de Xy, sachant (X1, ..., Xy_1) est gaussienne d’espérance Pyx—1(Xy)
1
et de variance || Xy — PHT—I(X]C)H%.
La variance ne dépend donc pas de (X1,...,Xk—1).
DEMONSTRATION.

e Preuve de la propriété
La variable aléatoire X — PHf‘l (Xy) est orthogonale a Hf_l. En particulier, elle est ortho-
gonale & Ilg c’est & dire

E((X), — Pyt (Xi)) I) = E((Xk — Pygs1(X2))) = 0.
La variable aléatoire X — PH{C—I (X)) est donc centrée.

Posons Z = (X1,..., Xk_1, Xk—PH{c—l (Xk)). Par construction, la variable aléatoire PHic—l (Xy) €

Hf_l donc elle s’écrit sous la forme apg+ a1 X1+ -+ ar_1Xr_1. On peut donc exprimer Z comme
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une transformation affine de X c’est & dire
0

7 = + IP 0]),1 X
0 —ap - —ap—1 1
—ap

Le vecteur Z est donc un vecteur gaussien. Sa matrice de covariance de Z est de la forme

> = (Ekl 0k21’1> avec X1 = Var(Xy,...,Xp—1)
01,61 o
et 02 = Var(Xj, — PHlk,—l(Xk)) = || Xk — PHic—l(Xk)H% car la variable aléatoire X}, — PHic—l(Xk-)

est centrée. La matrice ¥ étant diagonale par blocs, on peut conclure que X, — PH{c—l(X k) est

indépendante de (X7,...,Xg_1). De plus, elle suit une loi gaussienne d’espérance 0 et de variance
2
o°.
e Preuve de la propriété
La variable aléatoire X — PHf—l (Xk) est indépendante des variables aléatoires X, ..., X1

et donc de toute fonction ¢(Xi,...,Xx—1). Par conséquent, X — PHT—I(X}Q) est orthogonal a

L*(Q,0(X1,...,Xk-1),P) et Pyr-1(Xy) est aussi la projection orthogonale de Xj sur l'espace
1

L?(Q,0(X1,...,Xx_1),P). Dot le résultat.

e Preuve de la propriété [3| La preuve repose sur le lemme suivant

Lemme 2.11. Si X = g(Y)+Z avec Z etY indépendantes alors la loi de X conditionnellement
Y est la loi de Z (notée Py ) translatée par le vecteur g(Y) i.e. P(X € A|Y =y) =Pz(4A—g(y))

DEMONSTRATION DU LEMME. D’abord la mesurabilité s’obtient en remarquant que Pz (A —
g(Y)) = [ 1a(Z + g(Y)) dP est mesurable. Puis, pour tout B, on a

/B P (A~ g(y)) APy (y) = / Ip(5) La_g(y(2) APy () dP4(2)
=P(YeB Z-gY)ecA)=P(Y B, XcA)

e suite de la preuve de la propriété
On décompose la variable aléatoire X} de la fagon suivante :

Xk = PH{c—l(Xk) + Xk - PHf—l(Xk)

avec PHf—l(Xk) =g(Xq,...,Xk—1) et X — PHicfl(Xk) indépendantes. D’aprés le Lemme la
loi conditionnelle de X} sachant (Xi,...,Xp_1) est la loi de X} — PH{c—l(Xk;) translatée par le
vecteur Ppi— (X}). C’est donc la loi gaussienne N(0, 0?) translatée par le vecteur Py (Xg) ce

qui donne la loi gaussienne d’espérance Ppx-1(X}) et de variance a2
1

0

Exemple 2.3. Soit X = (X7, X5, X3) un vecteur gaussien centré et de variance

1 p p?
p 1 p
P p 1

La loi conditionnelle de X sachant (X5, X3) est une variable aléatoire gaussienne de moyenne
E(X1]X3, X3) de la forme a + fX2 + vX3 telle que

1
X1 —(a+ X +vX3) L ¢ X
X3
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On obtient
a=0 a=0
Btpy=p = ¢1=0
Bp+vy=p B=p

i.e. E(X1]|Xa,X3) = pXs De plus la variance de la loi conditionnelle est égale a
o = [1X1 - pXal3 =1-p%

8. Projection d’un vecteur gaussien

Définition 2.5. Fizons k € N*. La loi du x* a k degrés de liberté (notée x2(k)) est la loi de
probabilité qui admet pour densité

e k_q 1

WHR: (@).

Rappelons que la fonction I' est définie par
I'(z) :/ e x* Tl da Vz>0.
Ry
Elle vérifie les propriétés suivantes
(1) pour tout z > 0, I'(z + 1) = 2['(2).
(2) pour tout n € N, I'(n + 1) = nl.

(3) T(1/2) = 7

Théoréme 2.12. Soit (X1,...,Xx) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi gaussienne standard i.e. pour tout i, X; ~ N(0,1).

(1) Les variables aléatoires (X%,...,X2) sont indépendantes et identiquement distribuées
suivant la loi du x? a 1 degré de liberté : x2(1).
k
(2) |1X||? = E:XZ2 suit une loi du x? a k ddl : x*(k).
i=1
DEMONSTRATION. A faire en exercice. ]

Théoréme 2.13 (Théoréme de Cochran). Soit Ey et Ey deux sous espaces orthogonaux supplé-
mentaires de RF. X = (X1,...,Xk) un vecteur gaussien centré de covariance Ir. On note Z;
(resp. Zs) la projection orthogonale de X sur Eq (resp. Es).

Propriété 1 Les variables aléatoires Z1 et Zy sont indépendantes
Propriété 2 || Zy||* (vesp. || Z2|?) suit une loi du x> a p (resp. q) degrés de liberté avec p+ q = k.
DEMONSTRATION.

e Preuve de la propriété
On note p (resp. ¢) la dimension du sous espace E; (resp. Es) avec p + ¢ = k.

La matrice de projection orthogonale sur E; (resp. Fs) s’écrit
Sl =P ( IP 01’7(1) tP (resp. 52 — P (01’171’1 O;lhq) tP.)
ar  Oqq 0g.p q

ou P est une matrice orthogonale (i.e. P'P = 'PP = I). Les matrices Sy et Sy vérifient les
propriétés suivantes :

(1) elles sont symétriques
(2) S2 =S, pouri=1,2
(3) S1S2 = 5251 = O k-
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(Z1\ _ [(S1X\ (5
7 = <Z2><SQX>SX avecS(Sz)

Comme transformation linéaire du vecteur gaussien X, le vecteur aléatoire Z est un vecteur gaus-
sien. Son espérance est égale &

Posons

EZ =SEX =0

et sa matrice de covariance est égale a

Var(Z) = SVar(X) 'S = <§;> (15, 1Sy)

/St 0\ (S 0
Lo St \lo s,

La matrice de covariance étant diagonale par blocs, les variables aléatoires Z; et Z, sont
indépendantes (voir la proposition . De plus, le vecteur Z; (resp. Z3) est un vecteur gaussien
centré et ayant pour matrice de covariance Sy (resp. Sa).

e Preuve de la propriété [2| Considérons maintenant la projection sur E;. On définit le vecteur

W = 'PZ (= 'PS X).

Le vecteur aléatoire W est un vecteur gaussien centré et sa matrice de covariance est

Var(W) = "PVar(Z)P = PSP = ( I, 0)
0‘1717 q,9
Les variables aléatoires W41, ..., W), sont nulles presque strement. Le carré de la norme de W

s’écrit donc
p
WP =Y w2
i=1

avec Wy,..., W, indépendantes d’aprés la proposition La loi de ||VVH2 est donc donnée par le
théoréme c’est une loi du x2 & p degré(s) de liberté. D’autre part, |W||* sécrit aussi

[W* = 'WW = (PSX)(PS1X) = X 'S, 'PPS1X = X 19,9, X = |5, X|* = || Z1)°.

Ceci termine la preuve.

Dans la proposition suivante nous donnons une application du théoréme de Cochran.

Proposition 2.14. Soit X1,...,X,, une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
et de méme lot N(O, 1). Les variables aléatoires X,, =n~' Y " | X; (appelée moyenne empirique)
et Y (X; — X,)? sont indépendantes. De plus, la variable aléatoire Y (X; — X,)? suit une
loi du chi-deux a n — 1.

DEMONSTRATION. Soit Fj le sous espace de R™ engendré par § = ﬁ (1,...,1). La projection

A

orthogonale de (X7, ..., X,,) sur F; est de la forme A\d avec A tel que (X — Tar X, — ﬁ) soit

orthogonal & §, c’est-a-dire, A = /nX,,.

Calculons maintenant la projection orthogonale du vecteur ‘X = (Xi,...,X,) sur le sous
espace F5 qui est orthogonal a E; et tel que E; et Es soient supplémentaires. Elle s’écrit v =
Y(v1,...,v,) avec Y. v; = 0 (car v et & sont orthogonaux) et (X7 —v1,..., X, —v,) = &
(car X — v appartient & F;). Dot a = —X,, et v = X1 — X,,,..., X, — X,,). Le vecteur
YX1,...,X,) étant gaussien (voir remarque , le théoréme assure l'indépendance des
vecteurs aléatoires \/ﬁXn(S etv= %X, X0, .., X, —Xn). Par conséquent, les variables aléatoires

Xn et Yo7 (X; — Xp)? sont indépendantes.
De plus, comme Y, (X; —X,,)? = ||v||?, elle suit une loi du chi-deux & n—1 degrés de liberté.
O



A. Philippe €& M.-Cl. Viano : Probabilités 31

Remarque 2.5. Lorsque les variables aléatoires X; sont indépendantes et de méme loi N'(m, 02),
o > 0, la propriété d’indépendance reste vraie. De plus, si 62 # 0 alors

0'72 i(X1 — Xn)Q
i=1

suit une loi du chi-deux a n — 1 degrés de liberté.



CHAPITRE 3

Convergences

1. Définition des modes de convergence

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires et soit X une variable aléatoire. On définit les
modes de convergence suivants :

p.s. N . .
X, —> X : (X,)nen converge presque siirement vers X si et seulement si

Plw: X,(w) — X(w))=1

X, L x: (X, )nen converge en probabilité vers X si et seulement si
Ve >0 P(|X,—-X|>e) ——0
n—oo
X, Lox (X )nen converge dans LP (p > 1) vers X si et seulement si la variable aléatoire

X et la suite (X,,)nen sont dans LP et vérifient

E|X, — X|P ——0

n—oo

2. Quelques propriétés

e SiX, P X et Xn Py alos X =Y presque stirement.
Les limites (si elles existent) sont unique presque stirement.

o X, L X implique | X,, — X| 0
e si X, Pox et Y, Py alors pour tout (a,b) € R? on a
aX, +bY, s aX + by

Ces propriétés sont aussi vérifiées par la convergence presque sure et la converegnce LP en
supposant les variables aléatoires X, et que la limite X sont dans LP.
Nous donnons maintenant les implication entre ces modes de convergence.

Théoréme 3.1. Entre ces trois modes de convergence, on a les implications suivantes
(1) X, 2 x = x,5Xx
P P
2 X, —X = X,—>X
) P Lt
(38) Soitp>1, X, —m X = X, —X
Remarque 3.1.

1- L’implication [2] est une conséquence immédiate de I'inégalité de Markov. Si les variables aléa-
toires X,, et la limite X sont dans LP alors

1
P(\Xn—X\>€)§€—pIE(\Xn—X|p) Ve>0
2— L’implication |3| découle de I'inégalité de Holder
1
]E(|Xn - X|) S (E(|Xn - X|p))p

32
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3— On peut résumer ce résultat par le graphique suivant pour p > 1

I» — L' — proba
1)
p-s.

Les implications qui ne figurent pas dans ce graphique sont fausses.

Proposition 3.2. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires et soit g une fonction continue.
(1) si X, 225 X alors g(X,,) 225 g(X)
(2) si X, L X alors g(Xy) Ei g9(X)

DEMONSTRATION.

La preuve pour la convergence p.s. est immédiate.

Montrons le résultat pour la convergence en probabilité. Fixons A > 0 et ¢ > 0. La fonction g
étant continue, elle est uniformément continue sur tout compact donc en particulier sur [—A, A].
Par conséquent, il existe 7. 4 tel que

(X[ <4, [Xp—X[<n,a = [9(Xy)-—g(X)[<e
D’ou

P(lX] <4, [Xp—X[<n,4) <P(l9(Xn) —9(X)| <¢)

P(IXn — X[ <n-a) —P(X[ > A4, Xy = X[ <nea) SP(lg(Xn) —g(X)| <¢)
P(]X| > A) converge vers zéro quand A tend vers +oo. Fixons ¢ > 0, on peut donc choisir Ay
tel que
P(|X[> Ao, [Xn— X|<1ea,)) <PX]> A4g) <.
Ensuite, la convergence en probabilité de (X, ),ecn vers X assure 'existence de m > 0 tel que pour
tout n > m
P(|X, = X| <neay) >1-¢
et donc
P(lg(Xn) —g(X)| <€) >1-2¢

D’oit le résultat. 0

3. Compléments sur la convergence presque stre

Définition 3.1. Soit (A, )nen une suite d’événements, on définit les événements lim A,, et lim A,,
de la facon suivante

mA”:mUAk liimAn:UﬂAk

neNk>n neNk>n

ou de facon équivalente,

e v € lim A, si et seulement si il appartient & une infinité d’événements de la suite (A, )nen

e x € lim A, si et seulement si il appartient & tous les événements la suite (An)nen sauf
éventuellement un nombre fini.

On a les équivalences suivantes
X, 25 X Plim{|X, - X|<e})=1 Ve>0

Plim{|X, - X|>e})=0 Ve>0

lim | P( U {Xm=X[>e})=0 Ve>0
m>n

lim | P(sup | X, — X| > €)=0 Ve >0

m>n

[N
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Finalement, on obtient le critére suivant de convergence presque stre :
p.s. P
X, — X = sup | X,,, — X| —0
m>n
Un autre critére de converegnce presque sire est le critére de Cauchy : (X,,)nen a une limite
au sens de la convergence presque siire si et seulement si pour tout € positif

P(sup |X,, —X,|>¢e) ——0
m,p>n n— oo

ce qui est équivalent a

Zy, = sup |X, — X, £.o. (3.1)
m,p>n

Cette convergence est aussi équivalente a

sup | Xpm — Xy Lo

m>n
en effet
sup | X — Xp| < sup | Xy — X5
m>n m,p>n
< sup (| X — Xl + |Xp - Xul)
m,p>n
< sup | Xy — Xp|+ sup | X, — X,
m,p>n m,p>n
< 2sup |[X;m — X,
m-n

4. Théoréme de Borel-Cantelli.
Le résultat suivant est admis.

Théoréme 3.3 (Théoréme de Borel-Cantelli). Soit (Ay,)nen une suite d’événements.

BC-1 Si ZP(Ak) < 00 alors P(lim A,,) = 0
k=1

BC-2 Si les événements (An)nen sont indépendants et Z P(A;) =0
k=1
alors P(lim A,,) = 1

Les résultats suivants sont des applications “immédiates” de la propriété BC-1 du théoréme
de Borel Cantelli.

Proposition 3.4. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. Si
pour tout € > 0,

ZP(|Xn —X|>¢) <
n=1
alors X, 225 X.
DEMONSTRATION. On applique BC—1 aux événements A,, = {|X,, — X| > ¢}. Ceci implique
que
P(lim{|X, — X|>¢e}) =0

pour tout € > 0. D’otu la convergence presque sftire. O

Proposition 3.5. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. Si

P . . . .
X, — X alors on peut extraire une sous suite (X"k)keN qut converge presque stirement vers X
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DEMONSTRATION. Comme X,, —> X, pour tout € > 0, P(|X,, — X| > ¢) converge vers z€ro.
On prend € = 1/m, avec m € N. Il existe un entier n,, tel que n,, > n,,_1 et

1
P(|X,, —X[>—)<2™™.
m
La série Z;’il P(|X,, - X|> %) est convergente, donc d’aprés le lemme de Borel Cantelli BC-1,
— 1
P(A) =0avec A= lim{|an - X|> j} .

Pour tout w € A° , il existe jo tel que pour tout j > jo, |Xn,(w) — X(w)| < % la sous
suite (Xp, (w)),ey converge done vers X (w). Comme P(A) = 1, la sous suite (Xy, ),y converge
presque slirement vers X.



CHAPITRE 4

Sommes de variables aléatoires

Dans ce chapitre, on considére (X,,),en une suite de variables aléatoires et on étudie le com-
portement asymptotique de la suite S,, définie par

Snzixi

. . 1
ou éventuellement de la suite renormalisée, par exemple —S,,.
n

1. Inégalité de Kolmogorov
Commengons par énoncer l'inégalité de Kolmogorov. Ce résultat est admis dans ce cours.

Théoréme 4.1. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées et de carré
intégrable. On a, pour tout a > 0

P( max |Sg| >a) < Var(Sn)

1<k<n a? (4.1)

La proposition suivante s’obtient grace a cette inégalité.

Proposition 4.2. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées et de
carré intégrables.

Si
Z Var(X,,) < oo
n=1

(oo}
alors Sy, admet une limite au sens de la convergence presque sire i.e. la série E X, converge

n=1
presque strement.

DEMONSTRATION. On utilise le critére de Cauchy pour prouver cette convergence. Fixons
€ > 0. On montre que
P(sup |[Sm — Su| >e) —— 0.
m>n n—oo

Puisque S, — S, =300, Xj,

m
sup |S,, — Sp| = sup E X;| = lim T max E X;
m>n m>n | . h—oo n+1<m<n+h |
Jj=n+1 j=n+1

D’aprés I'inégalité de Kolmogorov, nous avons

m 1 n+h
: < — ; .
P(  max | ZHXJI >e) < EQVarpZHX]) (4.2)
Jj=n Jj=n

Comme la suite d’événements ([maxy+1<m<n+h [Sm — Sn| > €]),~, est croissante en h, on a

P(sup [Sm — Sn| > €) = P( lim { max [S, —S,|> 5}>: lim P( max |S,, —Su| >¢)
m>n h—oo " n+1<m h—oo n+1<m
m<n+h m<n+h

36
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Ensuite, en prenant la limite des deux termes de (4.2]), on obtient

n+h
1
P(sup |[Sy — S| >¢) < = lim Z Var(X;)  (via I'indépendance)
m>n € h—»ooj:n+1
1 oo
< = Z Var(Xj;) — 0  (par hypothése).
j=n-+1
Ceci conclut la preuve. O

Exemple 4.1. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires L? indépendantes et identiquement
distribuces et soit (a,), une suite déterministe. Si >, .y a2 < oo alors la série >, -y an X,
converge presque stirement.

2. Loi Forte des Grands Nombres

Dans cette section, on étudie la convergence de la suite S, /n. Rappelons que pour des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, la loi forte des grands nombres nous donne
une condition nécessaire et suffisante pour 'existence de la limite au sens de la convergence presque
stire. Ce résultat ne sera pas démontré dans ce cours.

Théoréme 4.3 (Loi Forte des Grands Nombres). Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi. %Z?zl X; a une limite p.s. si et seulement si X, € L'. Dans ce
cas la limite est égale presque stirement a EX;

Nous regardons maintenant ce que devient ce résultat lorsque ’hypothése d’indépendance est
omise.

Définition 4.1. Soit (X, )nez une suite de variables aléatoires. La suite est dite stationnaire
d’ordre 2 si elle vérifie les propriétés suivantes :

(1) pour tout n, X,, € L?

(2) E(X,) ne dépend pas de n € Z

(3) pour tout n € Z et tout h € Z, la covariance Cov(X,, Xnipn) dépend uniquement de |h).
On la note o(h) = o(—h)

Exemple 4.2. Une suite de variables aléatoires de L? indépendantes et identiquement distribuées
est une suite stationnaire d’ordre 2. I

Théoréme 4.4. Soit (X,,)nez une suite de variables aléatoires stationnaire d’ordre 2 telle que

> lo(k)| < o0 On a

keZ
1 Z" p.s.
n
1

Lemme 4.5. Sous les hypothéses du théoréme, on a

n

%Var(z X)) —o=Y olk)

=1 kEZ
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o zooo acoo sooco sooo 1oco000

o zoo00o “ao0o0o0 sooo so000 10000

FIGURE 4.1. Représentation de Sn—" en fonction de n : (haut) pour des variables

aléatoires iid suivant la loi gaussienne standard N(0,1) (bas) pour des variables
aléatoires iid suivant la loi de Cauchy c’est-a-dire la loi qui admet pour densité
T %ﬁ Ig(z) la loi de Cauchy n’admet pas de moment d’ordre 1

DEMONSTRATION. On a

n

Var(Y" X = %Z > Cor(,. )

i=1 j=11i=1

1
== Z Z o(j —1) (par définition de o)

n < :
j=114i=1

n n

= % (no(0)+2(n—1)o(1)+---+20(n—1)) (car o(h) = o(—h))

k
1 .
= (so+ -+ Sp_1) (avec s = Z o(4))
i=—k
Par hypothése s,, converge vers o donc % (s1 + -+ + sp) converge vers la méme limite. O

DEMONSTRATION. (retour a la preuve du théoréme) On peut supposer que E(X;) = 0 (sinon
on remplace les X; par X; — E(X;)). On pose
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et
%
k

La convergence presque sure de 22 découle des résultats suivants :

Un = VN e N

max
N2<k<(N+1)2-1

(1) pour tout k € N, |7| § Uivm
(2) Uy 20
Preuve de [1] Par définition de Uy, on a
Sk : 2 2
Uy > - sike{N- ..., (N+1)° -1}

c’est-a-dire si et seulement si

N2<k<(N+12-1
N < x/E <(N+1)
N = [V

IIII‘

d’otu le résultat.
Preuve de [2| Pour tout k € N, il existe N € N tel que N? <k < (N +1)% —
On peut donc décomposer Sy de la fagon suivante :

k

Sk_SN2+XN2+1+"'+Xk SNQ 1

ko k Z Xj

j=N2+1
S| - :
k < e +N2 Z X; (car k > N*)

j=N2+1
D’ou
k (N+1)?
Sk Sn2 1 SN2 1
Bl S i X
J=N2+1 J=N241
Cette inégalité est vraie pour tout k € {N2,..., (N +1)? — 1} donc
(N+1)2
Sz 1
Un < N2 | T Ne Z | X
j=NZ2+1
On obtient
5  (NHL? 9
E(U3) < 1 B(S%) + B( 3 1%1)
Jj=NZ2+1

car (a + b)? < 2(a® +b?))
Comme les X; sont centrés, le lemme assure la convergence de §zE(S%.) vers o. Pour le
second terme, on a

2

(N+1)?
Bl S Xl s Y ENX
Jj=N2+41 N241<4,j<(N41)2

Grace a l'inégalité de Holder, on obtient

E|X;Xe| < \/E(XHE(X?) = 0(0) (car E(X7) = 0(0)).
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Finalement
(N+1)? 9
E( 3 |Xj|) < 3 Y 0(0) < (2N +1)%0(0).
j=N2+1 N241<0<(N+1)2 N241<5<(N+1)2

On a EU%, est un O(N ~2) donc la série Y \y E(UZ) converge. Cette condition assure la conver-
gence presque siire de Uy vers 0 (voir Proposition [3.4)). O

3. Théoréme de Glivenko-Cantelli

Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Soit F' la fonction de répartition de la loi commune.
On pose pour tout z € R et tout w €
1 n
Fo(o,w) = — Z; I 0,21 (X (w)) (4.3)
i—
On pose F,(z) = F,(x,). La variable aléatoire F,, est appelée fonction de répartition empirique.
A z fixé, la loi forte des grands nombres assure la convergence presque sure de F, (z) vers
la fonction de répartition F(x). En effet, (Ij_o 51(X;))ien est une suite de variables aléatoires
indépendantes intégrables et identiquement distribuées. De plus

E( H],Oo’z](Xl)) = P(Xl E] - oo,x]) = F(J?)

Par conséquent, pour tout x € R, il existe Q. tel que P(£2;) = 1 et pour tout w € Q,
F,(x,w) — F(z). Le théoréme suivant montre que sans hypothése supplémentaire, on peut
construire un ensemble de mesure 1, indépendant de x sur lequel F,(x) converge vers F(z). Le
résultat est le suivant

Théoréme 4.6 (Théoréme de Glivenko Cantelli). Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires
tel que pour tout borélien A

1 n
2 20 A~ P(X € ) = / ar (44)

ot F représente la fonction de répartition. Sous ces conditions, on a
supzer|Fn(z) — F(z)] 225 0
i.e. il existe Q tel que P(Q) =1 et pour tout w €

sup |Fn(xaw) - F(:L')| £, 0

zER
Remarque 4.1. Le résultat s’applique en particulier pour des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées. |

DEMONSTRATION. Fixons # € R. En prenant A =] — oo, ] puis | — 0o, 2[ dans I’équation (4.4,
on obtient les convergences suivantes

Fo(z) 25 F(z)  Fo(27) 25 Fa7). (4.5)

Fixons N € N, pour tout j € {0,1,...,N}, on pose z; y = inf {a: : F(x) > %} (on prend
xo,N = —00 et éventuellement zy n = 00).

Il y a deux possibilités

— soit il existe z tel que F(x) = % Dans ce cas, on a

2‘@.

F(xj,N) = % et TjN = inf{x : F(x) =

b
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— soit il existe zqg tel que

N _J J
F(zgy) < N et F(zg) > N
Dans ce cas, on a
TjN = Zo et F(SL‘J‘,N) > %
Dans les deux cas, on a l'inégalité suivante
(4.6)

qui implique que
1 _
Flagn) + 5 > Flagx) (47)
Maintenant, on définit les intervalles
o Ajn=[z;nN,zjpi,N[pour j=1,...,N—1,
o Ao N =] — 00,21 N[
« Ay — [zn,N, 0] s? TN,N < 00
’ @ 51 TN,N = OQ.
Pour tout € A v, on a
Fo(zjn) — Flay y) < Fa(z) = Fz) < Fo(z; ) — FzjN)
car F,, et F' sont des fonctions croissantes. Puis, I'inégalité (4.7]) implique que
1 _ _
Fo(zjn) — Flajn) —— < Fu(z) — F(z) < Fn(xj+1,N) - F(xj+1,N) +N~
=Dn jN =D .y
Finalement, on a
1
|[Fu(2) = Fa)| < 7 +max(Dyjn, D jnv) - Vo€ Ajy
et donc
1
2 (@)~ F@)I S g max(Dasr Dl ) € g+ mex {masx(Dosr Dl )}
=Dn,N

Comme le terme de droite ne dépend pas de j, on en déduit que
1
sup | Fy(z) = F(2)| € ~ + Doy
zeR N
D’apreés (4.9), il existe Q; n tel que P(Q2; 5) =1 et pour tout w € Q; y,
max(Dn7j,N,D%,j7N) —0
n—oo

Par conséquent,
N
Dpn ——0 Ywe ﬂ QN
puis
) N
hmsgp |y (z,w) — F(x)] < N Yw € ﬂ ﬂ QN
NeN j=1

avec

N
P() ) w) =1

NeNj=1
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Comme ceci est vrai pour tout N € N| le résultat donc démontré avec

_ N
Q=) Yn-

NeNj=1

42
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FIGURE 4.2. Illustration de la convergence de la fonction de répartition empirique
F,,. Les variables aléatoires sont simulées suivant la loi uniforme sur [0, 1] (haut)
et la loi normale N'(0,1) (bas). On fait varier n : n = 10, 50, 100, 500
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CHAPITRE 5
Convergence en loi

Pour tout vecteur aléatoire X = (X, ... X(@)’ 3 valeurs dans R, on note Fx sa fonction
de répartition

Fx(z) = P(XW <z,..., X4 <zy) Vo = (x1,...,24) € R
et ¢x sa fonction caractéristique
ox(t) =E(e?X)  vteR%
Pour toute fonction f, on pose

Cr={z : f est continue en z}.

1. Définitions

Définition 5.1. Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R%. La suite (X, )nen
converge en loi vers X si et seulement si

FXn(x) — Fx(x)

en tout point de continuité x de F' i.e. pour tout x € Cp.
On note X, £ X

Exemple 5.1.
— La loi de X, est la mesure de Dirac au point %
Fx, (z)= H[%yoo[(x) — Tjo,00() Vo € R
ceci implique
Fx, () = Tjo,of(z) := F(x) Ve € Cp
F est la fonction de répartition de la mesure de Dirac en zéro.
— La loi de Y,, est la mesure de Dirac au point —%
Fy, () = L_1 (@) = Ljo,00[(®) VreR

Les deux suites convergent en loi vers la mesure de Dirac en 0 car leurs fonctions de répartition
convergent vers I o[(x) lorsque z # 0. I

Remarque 5.1. Il est important de remarquer que contrairement aux modes de convergence
définis dans le chapitre |3] la limite est connue uniquement & travers sa loi. En conséquence, X
peut étre remplacée par n’importe quelle variable aléatoire qui a méme loi.
C’est pour cette raison que l'on note souvent X, LPouP représente la loi de la limite X.
Par exemple, on note X, = N(0,1) au lieu de “ X, £, X avec X ~ N(0,1)" |
De nombreuses propriétés prouvées dans le chapitre 3| pour la convergence en probabilité,
presque siire et dans LP ne sont pas vérifiées par la convergence en loi . Voici quelques exemples

(1) Il n’y a plus unicité presque stre de la limite.

Exemple 5.2. Si X,, = X avec X ~ N(0,1) alors X, L Xet X, 5 —X car X et —X
ont méme loi. Mais, les limites ne sont pas égales (au sens presque stir) en effet

P(X =—X)=P(X =0)=0.

44
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(2) Si X, £, XetY, £, Y alors X,, +Y,, ne converge pas nécessairement vers X + Y.

Exemple 5.3. Soit X une variable gaussienne standard. On prend X,, = X et ¥;, = — X.
Comme la loi de X est symétrique, on a

X, 5x v,5x

mais X, + Y, = 0 et donc ne converge pas vers 2X. La loi limite de X, +Y,, est la
mesure de Dirac en 0. I

Les équivalences suivantes donnent différents critéres de convergence en loi. Elles ne sont pas
démontrées ici.

Proposition 5.1. Soit (X,,),en une suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R%. Les affirma-
tions suivantes sont équivalentes :

[L—1] : Fx,(x) =25 F(x) pour tout x € Cp

[L—2] : Eg(X,) 2% Eg(X) pour toute fonction g : R* — R continue bornée

[L—3] : Bg(X,) 2= Eg(X) pour toute fonction g : R? — R uniformément continue bornée
[L—4] : Eg(X,) Z=2% Eg(X) pour toute fonction g : R* — R continue & support compact
[L=5] : Eg(X,) — Eg(X)

pour toute fonction g : R? — R bornée mesurable telle que P(X € Cy) =1

2. Convergence en loi et convergence en probabilité
Ce premier résultat compléte le théoreme [3.1]

Proposition 5.2. Soit (X,)nen une suite de vecteurs aléatoires.
Si X, £ X alors X,, & X.
DEMONSTRATION. On utilise le critére [£—3]. Soit g une fonction uniformément continue

bornée.
Fixons € > 0. Comme g est uniformément continue, il existe un réel n > 0 tel que

Xn = X[ <n = |9(Xn) —g(X)[<e.
On décompose |[Eg(X,,) — Eg(X)| de la fagon suivante :
Eg(X,) - Bg(OI< [ o)~ g0l P+ [ [g(Xa) ~ g(X)] dP
[ Xn—X|<n | Xn—X[2n
Le premier terme du membre de droite est majoré par
eP(| X, —X|<n) <e
et le second est majoré par
2sup ([g(2)] )P(1Xn — X| 2 1) = 2|gllcP(| Xy — X| 2 1)
x

qui converge vers zéro quand n — oo puisque X, P X et lg]loe < o0.
On a donc
lim |Eg(X,,) — Eg(X)| <e Ve>0
et la convergence en loi est prouvée. O

On peut ainsi compléter le graphique

L avecp>1 = L' = proba = Loi

1)
p-s.

Exemple 5.4. Soit X,, = (—1)"X avec X ~ N(0,1). On a X,, = N(0,1) mais (X,,)nen ne
converge pas en probabilité. La réciproque de la proposition[5.2]est donc fausse. Cependant lorsque
la limite est une constante, on a le résultat suivant. I



A. Philippe €& M.-Cl. Viano : Probabilités 46

Proposition 5.3. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires et soit ¢ une constante. Si X, £

P
c alors X,, — c.

DEMONSTRATION. Puisque X, £, ¢, le critére [[, nous donne
0 sit<c
Fx (t) — 5.1
% () {1 sit>c (5:1)
Soit € > 0 fixé. On peut exprimer la probabilité P(|X,, — ¢| > ¢) de la fagon suivante :
P(|X,—c>e)=1-P(|X, —¢|<e¢)
=1-Fx, (c+e)+Fx, (c—e) ——0

n—-+o0o
—1 —0
car cte>c car c—e<c
les différentes limites sont obtenues & partir de (5.1)). O

3. Propriétés de la convergence en loi

Dans cette partie (X, )nen désigne une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? Nous
avons les propriétés suivantes

Proposition 5.4. Soit f : R — R* une fonction mesurable.
Si X, £ X et si P(X € Cy) =1 alors f(X,) = f(X)

DEMONSTRATION. On utilise le critére [ﬁ. Soit g : R¥ — R continue bornée. La fonction
go f est bornée et elle est continue sur C. Par conséquent, ona P(X € Cyoy) =1let gof :, RY - R
est mesurable bornée donc d’aprés le critére [[ﬁ7

Eg(f(Xn)) — Eg(f(X)).
Ceci assure la convergence f(X,,) £, f(X). O

Exemple 5.5. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires.
~ Si X, £ N(0,1) alors X2 55 y2(1)

1 1
- SaniXN./\/'(O,l) alorsX—nifcar

P(X #0)=P(X € {z : 2+ 2 "est continue en z}) = 1
1
Exercice 2. Calculer la loi de la variable aléatoire X AN I

Proposition 5.5. Si X,, £ X et si X,-Y, L.0 alors Y, £ x

DEMONSTRATION. On utilise le critére [ﬁ. Soit g : R? — R uniformément continue bornée.
A e > 0 fixé, il existe n > 0 tel que |X,, — Y,| < n implique que |g(X,) — g(¥n)].
On décompose |[Eg(Y,,) —Eg(X)| de la fagon suivante :

Eg(Ys) — Eg(X)| < [Eg(Yn) — Eg(Xy)| + [Eg(Xn) — Eg(X)]

< / 9(Y) — g(X,)| dP + / 19(X) — 9(Y)| AP + [Eg(X,) — Eg(X)] (5.2)
[ Xn—Yn|<n [Xn—=Yn|2n

L N , A s .
Comme X,, = X le troisiéme terme de (5.2)) converge vers zéro. D’autre part, grace a 'uniforme
continuité de g, on a

/ 9(Y) — g(X,)| dP < cP(1X, — Yo| <n) <e
| X0 —Yn|<n
et

/  1a0%) 9] P < 2supaci (9(0)| JP(% ~ Yol 2 ) =0
n—Yn|>n n—oo
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en utilisant la convergence X,, — Y, L, 0 et le fait que g est bornée.
En conclusion, pour tout € > 0, on a

lim [Eg(Y,,) —Eg(X)| <e

d’oul le résultat. O

Xn X
Proposition 5.6. Si X, £, X etsi Y, £, ¢ oi ¢ est une constante alors (Y ) £ ( >
n c
DEMONSTRATION. Notons d’abord que
Xn Xn
P _
(‘ <Yn) ( ¢ )

X X
car Y, £, ¢. Comme ( n) - ( n) Ei 0, d’aprés la proposition il reste maintenant a

>5>:P(|yn—c|>g)m>o

Y, c
Xn\ £ (X . . . . : i
prouver que = . Pour ce faire, on utilise le critére [£—2]. Soit g continue bornée de
c c

R? x R* — R. 1l est facile de remarquer que la fonction h : = + g(x,c) est continue bornée de

R*¥ — R. Par conséquent, en utilisant le critére [E et la convergence X, £ X , on obtient le
résultat

Eh(X,) — Eh(X)
soit encore
Eg(Xn,c) — Eg(X,c)

X X
d’oit la convergence en loi de < n) vers ( ) Ceci conclut la preuve. U
¢ ¢

Proposition 5.7. Soit f: R? x R¥ — R mesurable.
Si X, £ X, Y, £ ¢ avec ¢ une constante et si P((X,c) € Cy) =1 alors f(X,,Yn) £, f(X,¢e)

DEMONSTRATION. C’est une conséquence des propositions [5.4] et [5.6] O

Corollaire 5.8. Soit ¢ une constante.
e Si X, £>X, Ynic aloran+Yn£>X—|—c
* 51 X, £, X, Y, £, ¢ alors XY, £ x'c
o Si X, £, X, et st Y, est une suite de variables aléatoires réelles telle que Y, £, ¢ # 0 alors

n
=, &
Y, c

4. Convergence en loi et fonctions caractéristiques

Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R<. Pour tout n € N, on note
¢x, la fonction caractéristique de X,,.

Théoréme 5.9. La suite de vecteurs aléatoires (Xp)nen converge en loi vers X si et seulement
si pour tout t € RY,

ox, (t) — ox ().

DEMONSTRATION. Ce résultat est admis. O

Le résultat suivant montre que ’étude de la convergence en loi pour des suites de vecteurs
aléatoires peut étre réduit a un probléme de convergence en loi unidimensionnel.

Proposition 5.10. Soit (X,,)n,en une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R avec d > 1.
(X, )nen converge en loi vers X si et seulement si pour tout A € RY,

d d
NXp =3 AXD 5 STAXD =N X
i=1 1=1
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DEMONSTRATION.
[Preuve de = | Supposons que X, £, X. Soit A € R? fixé. Pour tout ¢ € R, on a

dxx, () = E(e™Xn) = E(e' ™V ¥n) = g, (1N) —— ox(tN) = E(e ™) = dx (1)
[Preuve de <= | Supposons que \'X,, ENX pour tout A € R%. Pour tout t € RY,
bx, (t) = E(e'Xn) = ¢Z‘f=1 fxo (1) — bsa g xo (1) = ox(t)

5. Théoréme central limite

Théoréme 5.11 (Théoréme central limite). Soit (X, )nen est une suite de variables aléatoires de
L? indépendantes et identiquement distribuées.
On suppose que o* := Var(X;) # 0. Sous ces hypothéses, on a

1 L W £ 9
7 ;1 (X; — E(X;)) = N(0,0?) (5.3)
ce qui est équivalent a
R c
o (5~ E) £ N0

Remarque 5.2. Les variables aléatoires

Zj = g\l/;lé (X; —E(X;))

sont d’espérance nulle et de variance 1. La loi limite vérifie aussi ces propriétés. |

Remarque 5.3. Siles X; sont iid suivant la loi N'(0,0?), la convergence est triviale puisque les
Z; sont iid suivant la loi (0, 1) |

DEMONSTRATION. La preuve est essentiellement basée sur la caractérisation de la convergence
en loi par la convergence de la fonction caractéristique (voir [5.9)).

Lemme 5.12. Soit X une variable aléatoire de L?, sa fonction caractéristique s’écrit
1
ox(t) =1+ itE(X) — 51521[-3()(2) + o(t?) (5.4)
DEMONSTRATION. A faire en exercice O

Retour a la prewve du théoréeme central limite
Xj — E(X))

Posons Y; =
o

¢z;fj%vj (t) = o5, (7)
Lo

oy

D’aprés le lemme [5.12} on a

(car les v.a. sont indépendantes)

(car les v.a. sont de méme loi)

v%\

oy (t) =1+ #E(Y) — %RE(W) +o(t?)=1- g +o(t?)
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car E(Y) = 1 et E(Y?2) = Var(X)/o? = 1. Par conséquent, on a

On utilise 'inégalité
la™ —b"| < nla—10| sifal <1 et |b] <1.

A t fixé, pour n assez grand, on a

(-meo®) -(-3)

n n—oo
Comme
2\" : >
12 t fixé et /2
27’L n—oo ’
on peut conclure. O

En fait on peut démontrer sans hypothése supplémentaire, la convergence uniforme de la

fonction de répartition de X, vers celle de la loi gaussienne standard.
Proposition 5.13. Si (X,,)nen est une suite de variables aléatoires de L? iid telle que o =

Var(X1) # 0 alors on a uniformément en x € R
P(L zn: (X; —E(X;)) < m) — ®(z) (5.5)
o/ < J il) =

ot ® est la fonction de répartition de la loi N'(0,1).
ceci est équivalent a

z€R

sup P(% Z (X; —E(X;)) < x) —®(z)| — 0 (5.6)

DEMONSTRATION. Ce résultat est admis O

En fait si 'on suppose que (X,,)nen est une suite de variables aléatoires de L? indépendantes
et identiquement distribuées, on peut controler la vitesse de convergence de ’erreur vers zéro.

Théoréme 5.14 (Théoréme de Berry Esseen). Si (X,,)nen est une suite de variables aléatoires
de L? indépendantes et identiquement distribuées. On suppose que
E(X)=0, E(XD)=0"#0, E(X|")=p.

Sous ces hypothéses

sup P(% ; (X; - B(X;)) < x) —3(x)| < %;ﬁ (5.7)

z€R

Théoréme 5.15. Soit (X, )nen une suite de vecteurs aléatoires de L? indépendants et identique-
ment distribués. On pose ¥ = Var(X1). On a

L

% Z(Xj —EX;) = Ny(0,%)

DEMONSTRATION. Ce résultat découle de la version unidimensionnelle du théoréme central
limite (Théoréme et de la proposition Fixons A € R%. Les variables aléatoires réelles
(N X;)ien sont indépendantes et identiquement distribuées. On peut donc appliquer le Théoréme
Central Limite.

% i(XXk —E(\Xy)) £ N(0, Var(\ X7)
k=1
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soit encore
n

! Z (N X), — NE(X3,)) = N(0, M Var(X7)A).
k=1

TL

Finalement, on a

1 & 1 — c
— Y WX = NE(Xy) = N|[—=) (Xx—E(Xg) ] = NX avec N(0,Var(Xy)).
i i
On peut ensuite conclure grace a la proposition [5.10! O

6. Théoréme de Cramér

Théoréme 5.16 (Théoréme de Cramér). Soit g de R? dans R¥ une fonction de classe C' au
voisinage de pi. Soit (X,)nen une suite de vecteurs aléatoires dans R? telle que

ViU, —p) S U (5.8)
alors
Vi(g(Un) — g(w)) 5 (Vg(n) U (5.9)
i V()= | ;
991 99k
oxyg te oxyg

Corollaire 5.17. Soit g une fonction C* au voisinage de . Si
ViU, = p) £ N(0, %)
alors
c
Vi(g(Un) = g(p)) = N(0, Vg(u) EVg(n))
Exemple 5.6. Si (X, ),en est une suite iid de L?. Posons X,, = %Z?:l X;. D’apres le TCL,
Vi(X, = p) S N(0,0%)
d’ot1, pour toute fonction g de classe C* au voisinage de u, on a
> c
V(g(Xn) = (k) = N(0, (Vg(n))*0?)
En prenant g(x) = 22, on obtient
V(X2 = p?) & N(0,4p202)
La limite est une loi gaussienne dégénérée si u = 0. I

. R . L
DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire onalU, —u—0car

1
Un —p=vn(Uy, — M)%
Ensuite, comme g est de classe C' au voisinage de y, on peut écrire le développement de Taylor
de cette fonction a l'ordre 1 au voisinage de p. Par conséquent, Il existe 7 > 0 tel que si |z — u| <7
alors on a

g(x) = g(p) + (/01 Vo +0(z — )" d9> (z —p).

Sur l’ensemble {|U,, — u| < n}, on a donc

Vig(Un) - g(u)) = ( | Satu 0w, - )" a0 ) VAU — 1)
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D’ou la décomposition

1
Vi(g(Un) — g(p) = (/0 Volp+0(Un — )" d9> ViU, = p) + R Ly, — >y (5.10)

avec 1
R = Vilg(Us) — g(1)) — < | ot 0w, - )" da) ViU = )
(1) La fonction

1
yH/ Vg(u+0y)" do
0

est continue en zéro et U, — p £, 0 done
1
| Va6, )" a6 L To(u)”
0

(2) Comme /n(U, — ) £U . la proposition avec f(z,y) = z7y, donne la convergence en
loi du premier terme de (5.10)) vers Vg(u)? U.

(3) Pour le second terme de (5.10)), on a
P(|Rn| L, —pj>n 2 €) < P(|Un —p[ 2 n) — 0
On conclut en appliquant la proposition avec f(z,y) =x +y. O
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7. Théoréme de Lindberg-Feller

Dans cette section, nous donnons une version du théoréme central limite pour des variables
aléatoires non équidistribuées.
On se donne un tableau triangulaire de variables aléaoires

Xotsoos Xpp,  n=1. kpeN
qui vérifie les conditions suivantes (notées [£]) :
e & n fixé, les variables X, 1,..., X, , sont indépendantes

e pour tout n € N et pour tout j € {1,...,k,}, X,, ; est dans L.
e pour tout ¢t >0

k
-
57 2 E [(Xw- —B(Xn;)? Iix, , E(x,,[>tD.| =0 71— 00 (5.11)
n =1
ol

kn
D} =) E(Xn; - E(Xn;)) (5.12)

j=1

Remarque 5.4. Sil'on se place dans le contexte du théoréme central limite classique : k, = n et
X,,; =Y; ou (Y;) est une suite de variables aléatoires L? et i.i.d..
On a D? = no?, ot 02 = Var(Y;) et la condition (5.11)) qui devient

E [(Yl —E(1y))? H|Y1—E(Y1)\>ta\/ﬁ] -0 n—oo
est vérifiée. |

Lemme 5.18. La condition implique la convergence uniforme suivante

sup (X —E(X,;)> =0 n—oo (5.13)

—E
1<j<k, DR
DEMONSTRATION. Fixons ¢ € [0,1].
L’espérance E (X, ; — ]E(Xn,j))2 se décompose sous la forme

E [(ij - E(Xn,j))Q H\Xn,j—JE(Xn,j))lgaDn} +E [(Xn,j - E(Xn,j))2 ]I\Xn,j—]E(Xn,j)D&Dn}

Uniformement en j, le premier terme est borné par e2D2 et le second par
kn

2
Y E [(Xw» - E(X,,5)) H|xn,j4@(xw)\>spn} -
=1
Pour tout j < k,, on a donc
kn

1 2 2 1 2
—E (X, —E(X,;)° < —E:]E[Xn~—EXn» Lx —Ex. . }
lgs;lgpk D2 (X, (X)) <e” + D2 (X, (Xnj))" Iix, ,—E(Xn,)|>eDy

D’ou

Jj=1

limsup sup (X — ]E(Xn,j))2 <e’

—E
n—oo 1<j<k, Di
d’apreés ((5.11]). Comme ¢ est fixé arbitrairement, on a bien, quand n — oo,

1
—E(Xp; — E(Xn;))* =0

su
1552k, D7
U
Théoréme 5.19. Sous les condtions [L], on a
1 kfl L
FZ(Xn,j - E(Xn,;)) = N(0,1) (5.14)

i=1
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DEMONSTRATION. On suppose sans perte de généralité que les variables aléatoires X, ; sont
centrées et on va prouver la convergence des fonctions caractéristiques. Posons ¢, ;(t) = EeitXn.i
2
et o, ; = Var(X, ;).
Rappelons que

3
|R(u)| < min(u?, | 6| )
avec R(u) = e™ — 1 —iu + u?/2.
Fixons t € R.
1
Gng(1) =1 = 2022+ R (1)
avec

R i ()] < E|R(tX ;)| EX;
Soit € > 0 fixé.
nj\") = n,3 )1 M X j1>eDn n,3 )| Y X0 j1<eDy
|Ry,;(t) <E(|R(tXy )| I ) +E (|R(tXn )| I )

t

g t2]E (X'rzh] I[‘X"y.7'|>5Dn) + u (|X n,j ]I|Xn,j|§5Dn)
|t |

<t’E (X’rQL,j I[\Xn,j|>sDn) + ?EDnE(Xg,j)

<K (X2 Lix,,>eD,) + i | ——eD,o2

Calculons maintenant la fonction caractéristique (bn de % Z 1 Xn,j- On a, en utilisant 1'in-
dépendance des variables X, 1,..., X} 1,

k’n,
Pn(t) = H Pn.;j (t/Dn)
Jj=1
kn ) t2
j=1 "
On utilise 'inégalité suivante

k’”. kVL k:’ﬂ

T =TT <D la; — bl

7j=1 J=1 J=1

si |aj| < 1et |bj| <1 pour tout j. On applique cette inégalité a
2, b
™I2D2
bj = ¢n,j(t/Dy).
On a bien |b;| < 1 pour tout couple (j,n) et (5.13)) assure que |a;| < 1 pour n > ng et tout
G=1,.. kn
On obtient

ajzl—cr

s 2| 2 [t 7
on) 11 (1~ %35 DQZE Xlxisep.) + e 2 s

j=1 j=1 j=1
2o t]?

< 5 Y B (X2,Tx, j5ep,) + ¢
D ~ 6

D’apres (5.11)),

kn 2 I3
lim sup | ¢, (t) — (1 —o? ) < o c
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Comme ¢ est fixé arbitrairement, on a donc,

2
I (e

Il reste a prouver la convergence du produit Hfgl (1 — 02’ i) On a

n,j 2D32
t2 2 o T
1) - o ty) -5 g
g=1 oo
ou

kn 4 4 kn 2 0,2 . 0'2 .
ra(t)] < 2 sup 2 =tt sup 1
[ (0)] Z ZD 1<j<k, D2 1<j<k. D3

D’apres (5.13)), le terme de dr01te converge vers zéro. On en déduit finalement que

kn 2
2
m fnlt) = Jim H ( "I3D2 > meth
O

Sous des conditions plus fortes que [£] mais généralement plus simple & vérifier, on a le
théoréme central limite suivant.

Théoréme 5.20 (Théoréme de Lyapounov). Soit un tableau triangulaire de variables aléaoires
Xotsoos Xk, n=1,.. k,€N

qui vérifie les conditions suivantes
o an firé, les variables Xy 1,...,Xp k, sont indépendantes
o il existe § > 0 tel que pour tout n € N et pour tout j € {1,...,kp},

an,j = E[ X, ;[*T° < 00

et
1
Tmzawﬂo n — 0o (5.15)
n i—1

ou D? est définie en ,

Sous ces hypotheses, la condition [L] est vérifiée et

kn

x Xpj — E(Xn,)) S N(0,1) (5.16)

" i=1

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver la convergence (5.11). Soit € > 0 fixé. On a
2
E [(Xw. - E(Xy.5)) H|Xn7jfza(xn,j)|>epn} <

2/(2+9)
246 5/(246)
(E | Xn,j — E(Xn,5) - ) (EH\Xn,j*E(Xn,J‘)DEDn)

par l'inégalité de Holder avec p = (2+ §)/2 et ¢ = (24 40)/J. Ensuite, I'inégalité de Markov, nous
donne

1 245
Elx, ,~E(X,,)|>eDn < W]E | X, — E(Xy,5)]
D’ou
1 246
E [(Xng ~ EX0))* T, 50601520 | < (378 X — Bs)|
23+5

E |Xn,j o

= (eDy)°®
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En effet, on a
X g = EXn )7 < (X g+ B 1) )27 < 2548 (13057 (X))
par convexité de la fonction h(x) = 22+°. Puis I'inégalité de Jensen pour la méme fonction convexe,
nous donne |]E(Xn,j)|2+6 <E \Xn’j|2+6. On obtient
B X5 = E(Xn;)"" < 227X,

Finalement, d’aprés (5.15)), quand n — oo
k

k
1 = 2 C = 246
D2 > E {(Xn,j —E(Xy,5)) H|Xw~—IE(*><n,j)|>aDn] < s > EIX, ;[T =0
n i n

Jj=1

D’ou la conclusion.
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