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EXERCICE 1. LOI GEOMETRIQUE
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires iid suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. On
pose T =inf{n>1: X, =1}
1) Quelle est la loi de T'?
2) Calculer la fonction caractéristique et la transformeée de Laplace de la loi de T.

3) En déduire 'espérance et la variance de T.
EXERCICE 2. LOI GAMMA
On rappelle la loi gamma de paramétres (a,b) € (R%)? (notée I'(a,b)) est une loi continue qui

admet pour densité
a

b
fa7b($) - F(CL)
La fonction I : a — I'(a) est définie sur R}. Pour tout a > 0, on a
I'(a+1) =al'(a).

Pour tout entier non nul, on a I'(n) = (n — 1)

:cafle*bzﬂ]oy_koc[(x).

1) Calculer les moments (s’ils existent) de la loi gamma I'(a, b).

2) Montrer que le carré d’une variable gaussiennne standard suit une loi gamma de paramétres
(3,%). En déduire la valeur de I'(1/2).

3) Calculer la transformée de Laplace L, d’une loi gamma I'(a,b), puis en déduire sa fonction
caractéristique g 5.

4) Soit (X1, X2) deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives I'(ay,b) et I'(ag,b).
Montrer que la somme X7 + Xo suit une loi gamma de paramétres (a; + as, b).

Etant données n variables aléatoires (X7, ..., X, ) mutuellement indépendantes toutes de loi
gaussienne N (u, 1),

5) Montrer que la variable aléatoire Z?:l(X j — p)? suit une loi I'(%, 3). On appelle cette loi une
loi de x?(n).

EXERCICE 3.

Soit X une variable aléatoire. La loi de X est la loi exponentielle de paramétre ¢ > 0.

1) Trouver la loi de Z = 15;(.

2) Calculer la fonction de répartition du vecteur aléatoire (X, X?)

3) La loi du vecteur (X, X?) admet-elle une densité ?
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EXERCICE 4. Lol DE CAUCHY

Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes de méme loi, la loi gaussienne N (0, 1).
1
2
3
4

Ecrire la densité du couple X7, X5
Quelle est la loi du vecteur aléatoire (X7, X1/X3)

En déduire la loi de la variable aléatoire X; /X5

~ O — ~—

La variable aléatoire X; /X, appartient-elle & L' ? Si oui calculer le moment d’ordre 1

EXERCICE 5. MIN/MAX D’UN ECHANTILLON

Soit n variables aléatoires (Xi,...,X,) indépendantes et identiquement distribuées. On note
F' la fonction de répartition de X3
On pose
my, =min{Xy,..., X,} et M, =max{Xy,...,X,}.
1) Pour tout = € R, calculer les probabilités P(M,, < z); P(m, > x).
2) Pour tout couple (z,y) € R?, calculer P(z < m, < M, <y).
On suppose que la loi de X; admet une densité f

3) Montrer que les lois de m,,, M,, sont des lois continues et préciser les densités.

EXERCICE 6. MIN D’UN ECHANTILLON DE TAILLE ALEATOIRE

On considére une suite (X,,)nen de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées. On note F' la fonction de répartition de X;.
On considére N une variable aléatoire indépendante de (X,,)nen. La loi de N est la loi géomé-
trique de paramétre p .
On pose
U=min{Xy,..., Xy}

Calculer la fonction de répartition de la U.

EXERCICE 7.

Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de
Laplace.
Définition : La loi de Laplace est la loi qui admet pour fonction caractéristique

1
P(x) = 1+ a2
1) Quelle est la fonction caractéristique ¢x,y du couple (X,Y).
OnposeU=X—-YetV=X+Y.
2) Montrer que la fonction caractéristique de (U, V') est égale a

1 1
v (uv) = T+ (u+v)2 14 (v—u)?

pour tout z € R.

3) En déduire les fonctions caractéristiques de U et de V' ?

4) Les variables aléatoires U et V sont elles indépendantes ?

EXERCICE 8. INDEPENDANCE

On suppose que le vecteur aléatoire (X,Y") admet une densité uniforme sur le demi disque défini
par
{(z,9)|y > 0et 2? +y* <1}

1) écrire la densité du couple (X,Y)
2) écrire la matrice de covariance du vecteur aléatoire (X,Y)

3) Les variables X et Y sont elles indépendantes ?
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