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Exercice 1.

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes. Pour tout k ≥ 1, Xk suit une
loi exponentielle de paramètre ak =

√
k. (c’est-à-dire de densité ake−akx IR+

(x)). On pose Sn =
X1 + · · ·+Xn pour tout n ≥ 1.

1) Calculer l’espérance et la variance de Xk.

2) En déduire un équivalent de l’espérance et de la variance de Sn lorsque n tend vers l’infini.

3) Montrer que la suite
Sn

E(Sn)
converge dans L2 vers 1 et que la suite

Sn√
n

converge dans L2 vers

2.

4) Montrer que la suite
1

n
Sn2 converge presque sûrement. Préciser la limite.

5) En déduire que la suite
Sn√
n

converge presque sûrement (pensez un encadrement de n).

Exercice 2.

On considère (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi uniforme
sur [0, 1] On pose pour tout entier n

Tn =
X2

1 + · · ·+X2
n

X1 + · · ·+Xn

1) Montrer que la suite (Tn)n converge presque sûrement. Préciser sa limite.

2) Montrer que

E(Tn)
n→∞−−−−→ a

Préciser la valeur de la constante a
Indication : Utiliser le théorème de la convergence dominée

Exercice 3.

On considère (εn)n une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
On suppose que ε1 ∈ L1

Pour tout k ≥ 1 on pose Xk = εk + aεk−1. Montrer que la suite
1

n

n∑
i=1

Xi converge presque

sûrement lorsque n tend vers l’infini. Préciser la limite.
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Exercice 4.

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes et identiqument distribuées suivant
la loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout entier n, on pose Mn = max{X1, · · · , Xn}.

1) Montrer que Mn converge dans L2 vers θ, lorsque n→ +∞.
2) Montrer que Mn converge aussi presque sûrement vers θ, lorsque n→ +∞.
3) Montrer que n(Mn − θ) converge en loi lorsque n→ +∞. Quelle est la loi limite ?

Exercice 5.

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendantes. Pour chaque n ∈ N, la variable
aléatoire Xn admet pour loi de probabilité :

P(Xn =
1

2n
) = P(Xn = − 1

2n
) =

1

2
.

On pose

Sn =

n∑
j=1

Xj ∀n ≥ 1

1) Calculer la fonction caractéristique de Xn

2) Montrer que la fonction caractéristique de Sn est égale à

φSn
(t) =

1

2n
sin(t)

sin
(

t
2n

) ∀t ∈ R

3) Calculer la fonction caractéristique de la loi uniforme sur [−1, 1].
4) En déduire que (Sn)n≥1 converge en loi. Préciser la loi de la limite.

Exercice 6.

Appliquer le TCL à une suite de variables aléatoires iid suivant la loi de Poisson de paramètre
1 pour trouver la limite de la suite

e−n
n∑

k=0

nk
1

k!

Exercice 7.

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées sui-
vant la loi de Poisson de paramètre θ. On définit la suite de variables aléatoires (Sn)n≥1 par

Sn =

n∑
i=1

Xi ∀n ≥ 1.

Montrer que
(Sn − nθ√

Sn

)
n≥1

converge en loi. Préciser la limite.

Exercice 8.

On joue à pile-face n fois. La probabilité de pile est p ∈]0, 1[. On note Sn le nombre de pile
obtenus et p̂n = Sn

n l’estimateur naif de p.
1) Montrer que la suite de variable aléatoire p̂n(1− p̂n) converge presque sûrement vers p(1− p)
2) Montrer que la suite

√
n

p̂n − p√
p̂n(1− p̂n)

.

converge en loi et préciser la limite.
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