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EXERCICE 1.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. Pour tout k& > 1, X suit une

loi exponentielle de paramétre ar = Vk. (c’est-a-dire de densité age~ %% Ig, (z)). On pose S, =
X1+ ---+ X, pour tout n > 1.

1)
2)

Calculer I'espérance et la variance de X.

En déduire un équivalent de I’espérance et de la variance de S,, lorsque n tend vers 'infini.
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Montrer que la suite converge dans L? vers 1 et que la suite converge dans L? vers

2.

L1 . o
Montrer que la suite —S,,2 converge presque stirement. Préciser la limite.
n

. . . n A
En déduire que la suite — converge presque srement (pensez un encadrement de n).

N

EXERCICE 2.

On consideére (X,,),en une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme

sur [0, 1] On pose pour tout entier n

)
2)

T, — Xi4+---+X2
X1+ + X,
Moutrer que la suite (T},),, converge presque siirement. Préciser sa limite.
Montrer que
E(T,) == a
Préciser la valeur de la constante a

Indication : Utiliser le théoréme de la convergence dominée

EXERCICE 3.

On considére (e,,), une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

On suppose que ¢; € L!

1 n
Pour tout £ > 1 on pose X = ¢ + acip_1. Montrer que la suite — E X, converge presque
n
i=1

stirement lorsque n tend vers I'infini. Préciser la limite.
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EXERCICE 4.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes et identiqument distribuées suivant
la loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout entier n, on pose M,, = max{Xy,---,X,}.

1) Montrer que M,, converge dans L? vers 6, lorsque n — —+o0.
2) Montrer que M,, converge aussi presque stirement vers 6, lorsque n — +oo.

3) Montrer que n(M,, — 0) converge en loi lorsque n — +o00. Quelle est la loi limite ?

EXERCICE 5.

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes. Pour chaque n € N, la variable
aléatoire X, admet pour loi de probabilité :

1 1 1

P(X,=5) =P(Xy=—5.) = 5.

On pose

n
Sa=>_X; Vnx>1

j=1

1) Calculer la fonction caractéristique de X,
2) Montrer que la fonction caractéristique de S, est égale a

d’Sn(t):iM VteR

2" gin (2%)
3) Calculer la fonction caractéristique de la loi uniforme sur [—1,1].

4) En déduire que (S,,),>1 converge en loi. Préciser la loi de la limite.

EXERCICE 6.

Appliquer le TCL & une suite de variables aléatoires iid suivant la loi de Poisson de paramétre
1 pour trouver la limite de la suite
n
1
—-n k_~
e
k=0

EXERCICE 7.

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées sui-
vant la loi de Poisson de paramétre 6. On définit la suite de variables aléatoires (S,,),>1 par

S, —nb

VS

Montrer que ( ) converge en loi. Préciser la limite.
n>1

EXERCICE 8.
On joue a pile-face n fois. La probabilité de pile est p €]0,1[. On note S,, le nombre de pile
obtenus et p, = %’” Iestimateur naif de p.
1) Montrer que la suite de variable aléatoire p,, (1 — p,,) converge presque siirement vers p(1 — p)
2) Montrer que la suite
\/’ﬁ Apn B pA )
Pn(1 —Pn)
converge en loi et préciser la limite.
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