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Exercice 1.
Soit p €] —1/2,1/2[ un parameétre fixé.
1) Montrer qu'il existe un vecteur gaussien centré de variance
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On considére un vecteur (X7, Xo, X3, X4) gaussien, centré, de matrice de variance X
2) Quelle est la loi du vecteur Z = (X7 + X5, X7 — X3)7
3) Ecrire la fonction caractéristique du vecteur Z.
Exercice 2.
Soit (U, V) un vecteur gaussien. On suppose que
Var(U) = Var(V) =1
et
E(U)=E(V)=EUV) =0.
Montrer que les variables aléatoires U — V' et U 4+ V' sont indépendantes.
Exercice 3.

Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire dont la densité est donnée par

1
flz,y) = 3

1) Montrer que (X,Y) est un vecteur gaussien.
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2) Préciser I'espérance et la variance de ce vecteur.
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3) Calculer les lois marginales de X et Y. Les variables sont elles indépendantes ?

Exercice 4.

Soit f une fonction définie sur R? par

Flay) = % exp {_%@2 + y2)1 {1 + oy exp {_%(gﬂ b 2)} }

ou —oo < x,y < 00.

1) Montrer que la fonction f définie une densité sur R?

3) Calculer les lois marginales de la loi de densité f

)
2) La densité f, est-elle la densité d’un vecteur gaussien ?
)
4)

Commenter le résultat.

Exercice 5.

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dont la loi admet pour densité sur R?

F(a, ) = e bhetart?
4m

1) Montrer que (X,Y) est un vecteur gaussien, préciser sa moyenne et sa matrice de
variance.
2) On considére U la variable aléatoire définie par Y = X/2+U. Montrer que U et X sont

des variables aléatoires indépendantes.

Exercice 6.

Soit X une variable aléatoire gaussienne standard et soit € une variable aléatoire discréte
dont la loi est définie par
Pe=1)=Ple=-1)=1/2
On suppose que X et € sont des variables aléatoires indépendantes.
1) Montrer que la variable aléatoire Y = X est une variable aléatoire gausienne.
2) Calculer la covariance cov(X,Y).

3) Les variables X et Y sont elles indépendantes ?
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Exercice 7.

On considére n variables aléatoires X7, ..., X, indépendantes et identiquement distri-
buées suivant la loi gaussienne d’espérance zéro et de variance 1. Dans la suite, on note

X1
X=1:
Xn
ay by n n
1) Soita=| : | €eR"etb=| : | € R". On poseZ:ZaiXi etW:ZbiXi
an b, i=1 i=1

a) Calculer la covariance entre Z et W.

b) Montrer que les variables aléatoires Z et W sont indépendantes si et seulement si

=1

c¢) Quelle est la fonction caractéristique du vecteur aléatoire (Z, W) ?

d) Sous quelles conditions sur les vecteurs a et b, la loi du vecteur (Z, W) admet-elle
une densité ?

2) Soit o € R. Pour i = 1,...,n, on pose Y; = av/i + X;.

Y,
a) Quelle est la loi du vecteur Y = | : |7
Y,
01
Soit v= | : | €R" le vecteur défini par v; = v/i pour tout i = 1,...,n. On note
Un

— V le sous espace vectoriel engendré par v
— @, la projection orthogonale sur V.

b) Montrer que la projection de Y sur V' s’écrit
2 n
Y =dvavee d= 3" Vi

Q Qv avec & n(”+1)izl Vi
c) Quelle est la loi de la variable aléatoire & ?
d) Montrer que (I — Q,)Y = (I — Q,)X.
e) On note || - || la norme euclidienne sur R". Quelle est la loi de ||(1 — Q,)X]||*?
f) En déduire la loi de
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