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Exercice 1. Conditionnement pour des lois discrètes

Soit (X1, X2) un couple de variables aléatoires indépendantes et de même loi définie
par

P(X1 = k) = αk(1− α) ∀ k ∈ N

où α est fixé dans ]0, 1[. (On note G̃(α) cette loi)

On pose

N =

{
1 si X1 ≤ X2

2 sinon

Déterminer le loi de X1 sachant N .

Exercice 2. Construction de la loi multi-nomiale

Soit X1, ..., Xn des variables aléatoires indépendantes. La loi de Xi est la loi de poisson
de paramètre θi > 0. On pose Sn = X1 + ...+Xn.

1) Quelle est la loi conditionnelle de X1 sachant Sn
2) Quelle est la loi de (X1, ..., Xn) sachant Sn.

3) Calculer E(X1|
∑n

j=1Xj).

Exercice 3.

Soit X1, · · · , Xn n v.a. indépendantes et de même loi

1) Calculer E
∑n

j=1Xj|X1).

2) Calculer E(X1|
∑n

j=1Xj).
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Exercice 4.

Les deux variables aléatoires X et Y sont positives, et la loi du vecteur (X, Y ) est
donnée par

— Y a une loi de densité
f(t) = λ2t e−λtIR+(t)

— La loi de X conditionnellement à Y est la loi uniforme sur [0, Y ].

1) Quelle est la loi du vecteur (X, Y ) ?
2) Quelle est la loi de X ?
3) Montrer que la loi de Y conditionnellement à X a comme densité

λe−λ(t−X)I[X,+∞[(t)

4) Calculer E(Y |X) et EY .

Exercice 5.

Soit h la fonction définie par

h(x) =
1

Γ(a+ 1)
e−xxa−1 IR+(x).

Rappelons que pour tout réel strictement positif a, on a

Γ(a) =

∫
R+

e−xxa−1 dx

et Γ(a+ 1) = aΓ(a)
On pose

f(x, y) = h(x) ID(x, y) = avec D = {0 ≤ y ≤ x}

et ID représente la fonction indicatrice de D c’est à dire ID(x, y) =

{
1 si (x, y) ∈ D
0 sinon.

1) Montrer que la fonction f définit une densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur
R2.
Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires ayant pour distribution la loi de densité
f .

2) Donner la loi de X et calculer E(X).
3) Donner la loi de Y conditionnellement à X.
4) Calculer E(Y |X) et E(Y ).
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