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1. Espaces de probabilités généraux

Exercice 1.1. Loi discréte. Soit A un réel positif et soit p € [0, 1]. Dans une banque, le
nombre de chéques émis par les clients en un jour est une variable aléatoire X qui suit la loi de
Poisson P(A).

Pour chaque chéque émis, la probabilité que ce chéque soit sans provision est p. Les chéques
sont supposés avec ou sans provision indépendamment des autres.

On appelle Y le nombre de chéques émis sans provision lors d’une journée.

1) Soit (n, k) € N. Calculer P(Y =k | X =n)
2) Déterminer la loi de Y et celle de X — Y.
3) Les variables X — Y et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 1.2. Soit (a,b) € R?, on pose
ae® sixz <0
Fa7b(x) = 1 2 .
—5¢ " +b siz>0
1) Sous quelles conditions sur les paramétres (a, b) la fonction Fy, ; définit une fonction de répar-
tition.

2) Existe-t-il des valeurs (a, b) pour lesquelles la fonction Fy, ; est la fonction de répartition d’une
loi continue ? Si oui préciser les valeurs de (a, b) et donner la densité de la loi.

3) Sous les conditions obtenues a la question , calculer ’espérance de la loi définie par la fonction
de répartition Fy .

Exercice 1.3. Soit (ay,), une suite de réels positifs. On considére une suite de variables
aléatoires (X, )nen indépendantes telle que la loi de X, est la loi exponentielle de paramétre v, .
La loi exponentielle de paramétre a > 0 admet pour densié

fa(z) = ae” " Ig+ ().
1) Calculer la fonction de répartition de X,
On pose M,, = min{Xy, -, X, }.
2) Calculer la fonction de répartition de M,
3) Quelle est la loi de M,

Exercice 1.4. Soit X une variable aléatoire distribuée suivant la loi uniforme sur [0, 1].

1) Ecrire la fonction de répartition de X

2) Ecrire et tracer la fonction de répartition de min(X, 3)

Exercice 1.5. Soit X une variable aléatoire de loi gaussienne standard N'(0, 1).

1) Montrer que Z = eX suit une loi continue et calculer sa densité. On la note fz. Cette loi est
appelée la loi log-normale.

2) Pour tout a € [—1, 1], on note
fal®) = f2()(1 + asin(2rlog(x)) T+ (2)
Vérifier que f, est bien une densité

3) Montrer que si Z, est de densité f, , alors Z, et Z ont mémes moments, et donc que les
moments ne caractérisent pas une loi de probabilité
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Exercice 1.6. Mélange discret/continu. On considére X une variable aléatoire distribuée
suivant la loi exponentielle de parameétre b

Fo(®) = be™"" g o[ ().
Soit a un réel positif. On pose Y, = min(X, a)
1) Pour tout fonction mesurable positive h, calculer E(h(Y,)).
2) En déduire la loi de Y.
3) Calculer la fonction de répartition de la variable aléatoire Y.
4) Calculer E(Yy).

Exercice 1.7. loi géométrique. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires iid suivant
la loi de Bernoulli de paramétre p. On pose T =inf{n >1: X,, =1}

1) Quelle est la loi de T'?
2) Calculer la fonction caractéristique et la transformée de Laplace de la loi de T.

3) En déduire l'espérance et la variance de T.

Exercice 1.8. Indépendance. On suppose que le vecteur aléatoire (X,Y) admet une den-
sité uniforme sur le demi disque défini par

{(z.y)ly > 0et 2® +y* <1},
1) Ecrire la densité du couple (X,Y)
2) Ecrire la matrice de covariance du vecteur aléatoire (X,Y))

3) Les variables X et Y sont elles indépendantes ?

Exercice 1.9. Loi gamma. On rappelle la loi gamma de paramétres (a,b) € (R%)? (notée
I'(a, b)) est une loi continue qui admet pour densité

a

b -1 _—bzx
fap(x) = % le? o, 400[ ().

I(a)
La fonction I : a + I'(a) est définie sur R}. Pour tout a > 0, on a
I(a+1) = al(a).

Pour tout entier non nul, on a I'(n) = (n — 1)L

1) Calculer les moments (s’ils existent) de la loi gamma I'(a, b).
2) Montrer que le carré d’une variable gaussiennne standard suit une loi gamma de paramétres

(1, %). En déduire la valeur de I'(1/2).

3) Calculer la transformée de Laplace L, d’une loi gamma I'(a,b), puis en déduire sa fonction
caractéristique g 5.

4) Soit (X1, Xs) deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives I'(aq,b) et T'(asg,b).
Montrer que la somme X; + Xo suit une loi gamma de paramétres (a; + as, b).

Etant données n variables aléatoires (X1,...,X,,) mutuellement indépendantes toutes de loi
gaussienne N (p, 1),

5) Montrer que la variable aléatoire Y7, (X; — 1)? suit une loi I'(%, ). On appelle cette loi une
loi de x2(n).



4 Anne PHILIPPE, Uniervsité de Nantes

Exercice 1.10. Loi Beta. Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes de lois
respectives I'(a1,b) et T'(ag,b). On pose

R:X1/<X1+X2), S=X1+ Xy et T:Xl/XQ.

1) Calculer la loi du couple (S,T).
2) Montrer que S et T sont indépendantes.
3) En déduire la densité de T' (sans expliciter la constante multiplicative)
4) En déduire que la variable aléatoire R est également indépendante de S et elle suit une loi

Beta, c’est a dire R admet pour densité

ol .

B(a,b) = / 2711 —z) de
0
Exercice 1.11. min/max d’un échantillon. Soit n variables aléatoires (X1,...,X,) in-

dépendantes et identiquement distribuées. On note F' la fonction de répartition de X3
On pose
my, =min{Xy,..., X,} et M, =max{Xy,...,X,}.
1) Pour tout x € R, calculer les probabilités P(M,, < z); P(m, > x).
2) Pour tout couple (z,y) € R?, calculer P(x < m, < M, <y).
On suppose que la loi de X; admet une densité f

3) Montrer que les lois de m,,, M,, sont des lois continues et préciser les densités.

Exercice 1.12. min d’un échantillon de taille aléatoire. On considére une suite (X, )nen
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On note F' la fonction de ré-
partition de Xj.

On considére N une variable aléatoire indépendante de (X, )nen. La loi de N est la loi géo-
métrique de paramétre p .

On pose

U= min{Xl,...,XN}
Calculer la fonction de répartition de la U.

Exercice 1.13. échantillon réordonné d’une loi exponentielle. Soient n variables aléa-

toires (Uy, - -+, U,,) i.i.d de loi exponentielle de densité x — Ae~*?Ig+ (x). On considére ’échantillon
réordonné (UM, ... U(™) défini, en absence d’exsequo, par

U = f{U;1<j<n}, UD =nf{U;1<j<nU; >UD}, ..,

U™ = sup{U;|1 <j <n}.

1) Montrer que I’échantillon réordonné est défini presque stirement.
2) Quelle est la loi de (UM, UR) ... UM)?

On pose V; = UM et, pour j € {2,--- ,n}, V; = U — U=,
3) Montrer que les variables aléatoires (Vi, Vo, - -+, V,,) sont mutuellement indépendantes.

4) Montrer que, pour tout j € {1,...,n}, la loi de A(n — j + 1)V; est une loi exponentielle de
densité e *Ip+ (z).
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2. Vecteurs gaussiens

Exercice 2.1. Soit p €]—1/2,1/2[ un paramétre fixé. On considére un vecteur (X1, X, X3, X4)
gaussien, centré, de matrice de covariance

=

o =

0
1)
1
P

o =D
Y O

p
1) Quelle est la loi du vecteur Z = (X7 + X2, X7 — X3) 7

2) Ecrire la fonction caractéristique du vecteur Z.

Exercice 2.2. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire dont la loi admet pour densité sur R?

1 1/01,.2 2
— = o z(zzt—zyt+y©)
flay) = e

1) Montrer que (X,Y) est un vecteur gaussien, préciser sa moyenne et sa matrice de variance.

2) On considére U la variable aléatoire définie par Y = X/2 4+ U. Montrer que U et X sont des
variables aléatoires indépendantes.

Exercice 2.3. Soit X une variable aléatoire gaussienne standard et soit ¢ une variable
aléatoire discréte dont la loi est définie par

Pe=1)=Pe=-1)=1/2.
On suppose que X et € sont des variables aléatoires indépendantes.
1) Montrer que la variable aléatoire Y = £X est une variable aléatoire gausienne.
2) Calculer la covariance cov(X,Y).

3) Les variables X et Y sont elles indépendantes ?

Exercice 2.4. On considére n variables aléatoires X, ..., X,, indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi gaussienne d’espérance zéro et de variance 1. Dans la suite, on note

Xy
X=1:
Xn
ay bl n n
1) Soita=| : | €R"etb=[: | ER". Onpose Z = a;X;et W=> bX,
G bn i=1 i=1

a) Calculer la covariance entre Z et W.

b) Montrer que les variables aléatoires Z et W sont indépendantes si et seulement si

i=1

¢) Quelle est la fonction caractéristique du vecteur aléatoire (Z, W) ?

d) Sous quelles conditions sur les vecteurs a et b, la loi du vecteur (Z, W) admet-elle une
densité ?

2) Soit o € R. Pour i = 1,...,n, on pose Y; = av/i + X;.



6 Anne PHILIPPE, Uniervsité de Nantes

Y
a) Quelle est la loi du vecteur Y = | © [ 7
Y,
U1
Soit v=| : | € R" le vecteur défini par v; = Vi pour tout i = 1,...,n. On note
Up

— V le sous espace vectoriel engendré par v
— @, la projection orthogonale sur V.

b) Montrer que la projection de Y sur V' s’écrit
2
Qq;Y = Qu avec & = m ZY;\/;

¢) Quelle est la loi de la variable aléatoire & ?

d) Montrer que (I — Q,)Y = (I — Q,)X.

e) On note || - || la norme euclidienne sur R™. Quelle est la loi de ||(I — Q,)X]|??
)

En déduire la loi de

f

3. Convergences

Exercice 3.1. On considére (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi uniforme sur [0, 1] On pose pour tout entier n

O XP4 4+ X2
X4+ X,

1) Montrer que la suite (7},), converge presque siirement. Préciser sa limite.

Ty

2) Montrer que
E(T,) === a
Préciser la valeur de la constante a
Indication : Utiliser le théoréme de la convergence dominée

Exercice 3.2. On considére (g,), une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées. On suppose que €; € L*

1 n
Pour tout £ > 1 on pose Xy = ¢ + acr_1. Montrer que la suite — ZXi converge presque
n

i=1
stirement lorsque n tend vers I'infini. Préciser la limite.

Exercice 3.3. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. Pour tout k& >
1, X} suit une loi exponentielle de paramétre aj = Vk. (C’est-a-dire de densité arpe™ %" Ig, (z)).
On pose S, = X1 +---+ X, pour tout n > 1.

1) Calculer 'espérance et la variance de Xj.

2) En déduire un équivalent de lespérance et de la variance de S,, lorsque n tend vers l'infini.
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n

E(Sn)

Sn.

NG

3) Montrer que la suite converge dans L? vers 1 et que la suite converge dans L? vers

2.

1
4) Montrer que la suite —S,2 converge presque siirement. Préciser la limite.
n

5) En déduire que la suite —= converge presque stirement (pensez & un encadrement de n).

NG

Exercice 3.4.
1) Montrez qu’'un événement A est indépendant de lui méme si et seulement si P(A) =0 ou 1

2) Montrez qu'une variable aléatoire X est indépendante d’elle méme si et seulement si elle est
presque slirement constante.

3) Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes qui converge presque sirement
vers la variable aléatoire X. Montrez que X est presque stirement constante.

Indication : Calculer la limite de E[f(X,)g(Xn+1)] pour f,g continues bornées.

Exercice 3.5. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes et identiqument
distribuées suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout entier n, on pose M,, = max{Xy,---,X,}.

1) Montrer que M,, converge dans L? vers 6, lorsque n — +oo.
2) Montrer que M,, converge aussi presque stirement vers 6, lorsque n — +oo0.

3) Montrer que n(M,, — 6) converge en loi lorsque n — +00. Quelle est la loi limite ?

Exercice 3.6. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes. Pour chaque
n € N, la variable aléatoire X,, admet pour loi de probabilité :
1 1 1

= 5) =P(Xu=—5)=3.

P(X,
27’L

On pose

1) Calculer la fonction caractéristique de X,
2) Montrer que la fonction caractéristique de S, est égale a

¢Sn(t):iM Vit e R

2n t
sin (27)
3) Calculer la fonction caractéristique de la loi uniforme sur [—1,1].

4) En déduire que (S,,),>1 converge en loi. Préciser la loi de la limite.

Exercice 3.7. Appliquer le TCL a une suite de variables aléatoires iid suivant la loi de
Poisson de paramétre 1 pour trouver la limite de la suite
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Exercice 3.8. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi de Poisson de paramétre 6. On définit la suite de variables aléatoires
(Sn)nZl par

Sn:ZXi Vn > 1.

S, —nb
V'Sn

2) Trouver une fonction mesurable h telle que
— /n(h(Sn/n) — h(#)) converge en loi vers S
— la loi de S ne dépend pas du paramétre 6 7

1) Montrer que ( ) converge en loi. Préciser la limite.
n>1

Exercice 3.9. On joue a pile-face n fois. La probabilité de pile est p €]0,1[. On note S, le
nombre de pile obtenus et p,, = 5;1—" I'estimateur "naif" de p.

1) Montrer que la suite de variable aléatoire p,, (1 — p,,) converge presque siirement vers p(1 — p)

2) Montrer que la suite

\/ﬁ Apn —Pp —
V Pn (1 - pn)
converge en loi et préciser la limite.
3) Montrer que
V(a1 = 5a) —p(1-p)).

converge en loi et préciser la limite

4. Espérance et loi conditionnelle

Exercice 4.1. Soient X1,---, X, n v.a. indépendantes. Leurs lois sont des lois de Poisson
de paramétres respectifs Ay, -+, Ay,

1) Donner la loi de Z?Zl X;.
2) Quelle est la loi de X; conditionnellement & la somme Z?Zl X;?

3) Caleuler E(X:1| Y7, Xj).

Exercice 4.2. Les deux variables aléatoires X et Y sont positives, et la loi du vecteur (X,Y)
est donnée par

— Y a une loi de densité

F(t) = N2t e Mgy (t)

— La loi de X conditionnellement 4 Y est la loi uniforme sur [0,Y].
1) Quelle est la loi du vecteur (X,Y)?
2) Quelle est la loi de X 7
3) Montrer que la loi de Y conditionnellement & X a comme densité

AeiA(t*X)]I[XV_;,_OO[(t)

4) Calculer E(Y|X) et EY.
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