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Fiche 1. Introduction a ’estimation

EXERCICE 1.

On reléve pendant n jours le nombre d’interventions effectuées par un poste de secours
entre 12h et 14h.
On modélise le nombre d’interventions par (X1, ..., X)) un échantillon suivant la loi de

. 1
Poisson de paramétre # inconnu. On pose 0, = — Z X;.
n
=1

1) Montrer que én est un estimateur sans biais de 6. Calculer la variance de én.

2) En déduire que 6,, converge vers 6 au sens L.

)

)

3) L’estimateur 0, est il un estimateur faiblement consistant de 67

4) L’estimateur 6, est il un estimateur fortement consistant de 6 ?
)

5) Montrer qu’il existe une suite réelle «,, telle que én soit «,,—consistant.
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6) Calculer i la probabilité qu'il n’y ait pas d’intervention entre 12h et 14h un jour donné.
On pose 7, = e~0n,
7) L’estimateur 7), est il un estimateur fortement consistant de n?
8) Montrer que 7, n’est pas un estimateur sans biais de 7.
9) Montrer que 'estimateur 7, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 7 ?
10) L’estimateur 7, est-il un estimateur y/n consistant de 77 Si oui préciser la loi limite de
V(i —n)

EXERCICE 2.

On veut estimer la proportion p €]0, 1] de piéces défectueuses a la sortie d’une chaine de
production.
On dispose des données suivantes :

— le nombre de piéeces testées est égal & n = 52,

— le nombre de piéces défectueuses parmi les piéces testées est égal a = = 4.

On ne sait pas comment les données ont été collectées et on envisage deux possibilités :

Stratégie- A - On préléve au hasard et de fagcon indépendante 52 piéces, puis on compte
le nombre de piéces défectueuses parmi les 52 piéces.

Stratégie- B - On préleve des piéces de fagon indépendante jusqu’a obtenir la 4 éme piéce
défectueuse.

Pour chaque stratégie :

1) Quelle valeur observée x ou n peut étre interprétée comme la réalisation d’une variable
aléatoire ?

2) Quelle est la loi de cette variable aléatoire ? son espérance ?
3) Proposer un estimateur de p, puis donner une estimation de p.

4) L’estimateur est il un estimateur fortement consistant.

EXERCICE 3. LA LOI MULTINOMIALE

Dans un bassin, on a observé la présence de quatre espéces de poissons. On souhaite
estimer les proportions pq, ..., ps de chacune de ces espéces.

L’expérience suivante a été réalisée : on capture un poisson, on note son espéce, puis on
le relache dans le bassin. On recommence n fois cette expérience.

On a donc observé (nq, ...,ny) ot n; est le nombre de poissons de la i éme espéce parmi
les n poissons capturés.

On interpréte (n;...,ny4) comme une réalisation d’un vecteur aléatoire (Ny, ..., Ny).

1) Quelle est la loi du vecteur (Ny, ..., Ny) 7
2) Calculer les expressions de E(N;), Var(N;) et Cov(N;, N;) (i # j) 7
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3) Proposer des estimateurs sans biais des proportions (pi, ..., p4).

On va faire une hypothése paramétrique sur la forme des probabilités p, ..., ps.
On suppose qu'il existe des réels positifs (v,0) tels que
m=0+v,p=0—v,p3=vetp,=1-—20—v.
On veut maintenant estimer les paramétres v et 6.
4) Construire un estimateur sans biais de v.
5) Construire un estimateur 0" sans biais de 0 & partir des variables (N1, N3).

6) Construire un estimateur 0{? sans biais de 6 & partir des (N3, N3).

7) Soit (U, V) un couple de variables aléatoires. Montrer que pour tout (a,b) € R? on a
Var(aU + bV) = a*Var(U) + b*Var(V') + 2abCov(U, V)

8) Calculer la variance des estimateurs 0 et 0.
9) Comparer les variances de ces deux estimateurs.

Peut on conclure qu’un des deux estimateurs est meilleur ?

EXERCICE 4. RAPPEL SUR LES CONVERGENCES

On considére deux suites de variables aléatoires (X, )n,>1 et (Yy)n>1 qui vérifient les
propriétés suivantes :

— les suites (X,,)n>1 et (Yy)n>1 sont indépendantes,

— (X,)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponen-
tielle de parameétre %,

— (Y,)n>1 est une suite de variables aléatoires, indépendantes et de méme loi uniforme
sur [0, 1].

On pose

1 & 1 &
Sn:E;Xi et Tn:EZZZ;Yi

1) Montrer qu'il existe un réel a tel que /n(S, — a) converge en loi. Préciser la limite.

2) Montrer que \/ﬁ% converge en loi vers une variable gaussienne dont vous préciserez
n
les paramétres.

3) La suite y/n(In(S,) —In(a)) converge-t-elle en loi? si oui préciser la limite.

1,
loi vers un vecteur gaussien dont vous préciserez les parameétres.

4) Montrer qu’il existe un vecteur b = (Zl) € R? tel que /n ((Sn) — b) converge en
2
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EXERCICE 5. METHODE DES MOMENTS POUR LA LOI GAMMA
On considére un échantillon (X7, ..., X)) de variables aléatoires IID suivant une loi
gamma I'(a,b). On pose 6 = (a,b) € R?.
1) Donner 'expression du moment d’ordre p de Xj.

2) On suppose que le paramétre b est connu.
— Construire un estimateur des moments a,, pour le parameétre a.
— Montrer que cet estimateur converge presque surement vers a.
— Montrer que cet estimateur est y/n consistant.

3) On suppose que le paramétre a est connu.

— Construire un estimateur des moments b, pour le parameétre b.
— Montrer que cet estimateur converge presque surement vers b.
— Montrer que cet estimateur est y/n consistant.

4) On suppose que les deux paramétres sont inconnus.

— Construire un estimateur des moments #,, pour le paramétre 6.
— Montrer que cet estimateur converge presque surement vers 6.
— Montrer que cet estimateur est \/n consistant.

EXERCICE 6. MODELE UNIFORME

Soit (X1,...,X,) n variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur I'in-

tervalle [0,0]. La densité s’écrit
1
fl@) = 5 Loa()

1) Calculer E(X;) et Var(X;).

2) Trouver un réel ¢ € R pour que l'estimateur

1 n
i=1
soit un estimateur sans biais du paramétre 6
3) Quelle est la variance de l'estimateur 0,7

4) Montrer que lestimateur est /n consistant.

On note M,, = max(Xy,...,X,). Exprimer I’événement (M, < x) & partir des événe-
ments (X; < z) pour i =1,...,n.

5) M, est il un estimateur sans biais de 7 asymptotiquement sans biais ?

6) Montrer que M, converge dans L* vers

8) Déduire des deux questions précédentes que M, converge presque surement vers 6.
9

)
)
7) Montrer que (M, ), est une suite croissante et majorée presque surement
)
)

Montrer que M, est n consistant.
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10) Construire un estimateur sans biais de 6 a partir de M,,. On le note én
11) Quelle est la variance de 6, ?

12) Comparer les estimateurs én et 9~n.



