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Fiche 3. Estimation paramétrique et vraisemblance

EXERCICE 1. MODELE UNIFORME - SUITE

Soit (X1,...,X,) n variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur l'in-

tervalle [0,6]. La densité s’écrit
1
f(z) = 9 Ljo,0)(x)

Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance

EXERCICE 2.

On considére un n-échantillon (X7, -+, X,,) d’une loi gaussienne N'(u, o?).
1) Ecrire la vraisemblance du modéle
2) Montrer que le modeéle est régulier.

3) Quelle est I'information de Fisher dans le cas suivants :
e o2 est connu, 4 ne lest pas.
e 1 est connu, o2 ne lest pas.
e Aucun des deux parameétres n’est connu.

4) Quel est Pestimateur du maximum de vraisemblance du couple (i, o?)

EXERCICE 3. Modéle de capture-recapture

Dans un bassin, il y a un nombre inconnu N de poissons. On souhaite estimer N. Pour
cela on capture n poissons et on les remet a l’eau apres les avoir marqués. Ultérieurement
on capture & nouveau K poissons (K > n). Soit X la variable aléatoire égale au nombre

de poissons marqués parmi les K qui viennent d’étre capturés.
1



2 Anne PHILIPPE, Université de Nantes

1) Quelle est la loi de X 7

2) En déduire l'estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre N.

3) Que pensez vous de cet estimateur ?
)

4) Une autre expérience destinée a estimer N consiste a capturer les poissons les uns aprés
les autres (avec remise. ..) jusqu’a la capture du premier poisson marqué. On note Y la
variable aléatoire égale au nombre de poissons capturés.

(a) Quelle est la loi de Y7

(b) Calculer son espérance et sa variance. En déduire un estimateur de N.

EXERCICE 4.

Soit X7, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées suivant la loi de Poisson de paramétre 6 > 0.
Les variables X; ne sont pas observées, on observe uniquement les variables aléatoires Y;

définies par
1 siX;>0
1) Ecrire la vraisemblance des observations (Y7, ..., Y},)

2) Montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance existe si et seulement si tous

les Y; ne sont pas égaux a 1. Sous cette condition montrer qu’il est égal & —log(1 —Y,,)
avec
_ 1 <&
Y, =— le Y,
1=

Comme I'estimateur n’est pas défini si Y,, = 1, on modifie I’estimateur du MV en prenant
une valeur arbitraire quand Y,, = 1 c’est a dire

i {—log(l—Yn) siY, #1

n — .
0 sinon

3) Calculer la probabilité de I'événement [V, # 1]

4) Montrer que presque stirement, 1’événement [Y,, # 1] est réalisé a partir d’un certain
rang.

5) Montrer que 6,, converge presque stirement vers 6.

6) Montrer que
V6, — 0) 225 A0, — 1)
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