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CORRIGE DE L'EXERCICE 4

Soit 1 < p < 400 et soient —oco < a < b < +00. On pose

Vo {go € C(la,b]) : /abgo(x)dx - 0.} |

(1) Soit u € L(]a,b]) telle que pour tout ¢ € C(]a, b),

Comme ¢ est dans V', cette fonction appartient bien a C>°(]a, b[). On en déduit
donc que

/a ' () o(e)ds = / " w2 = 0.

(b) Soit 8 > 0 appartenant a C2°(]a, b]) et telle que fab 6(z)dx = 1. Soit ¢ € C°(]a, b]).
On pose

b
Ui (z) = p(x) — 9(:1:)/ o(t)dt.

On vérifie facilement que c’est un élément de V. En particulier, d’aprés la question
précédente, on a

/ab Uy (x)u(x)dr = 0.

On en déduit donc que

/ab@(x)u(a:)dx = /abQ(x) </abg0(t)dt) u(z)dz.

On peut appliquer le théoréme de Fubini. La fonction (¢,z) — ¢(t)u(z)0(x) est
dans L'(]a,b[*) et on a alors la propriété attendue :

/ab<P(:C)U(:c)d:c = /ab (/abe(x)u(g;)dx) o(t)dt.
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On a, d’apres la question précédente,

Vi € C°(Ja b)), / (ulx) — K)p(z)dz = 0.

On a vu en cours (chapitre 3, paragraphe I) que ceci impliquait u = K p.p.

(2) Soit u dans W'P(Ja, b[). Soient a < ¢ < d < b. On pose, pour x dans ]c, d|,

(a)

ve(x) = /Cx u'(t)dt.

Par définition, on sait que u' est un élément de LP(]a,b]). L’inégalité de Holder
nous dit que

v _1
/ u’(t)dt' < |ZE — C‘l P||u/||Lp(}a’bD.

La fonction est donc bien définie puisque |z — ¢| reste borné. On remarque aussi
que la fonction v, est dans L'(]c, d[) puisque ¢, d[ est un intervalle borné.

En utilisant I'inégalité de Holder a nouveau, on a

d
_1
/ W (@)]dz < (d— )V e | o asp-

Une nouvelle application du théoréme de Fubini nous permet alors d’écrire

/C S @)ou(a)d = / e ( /t ' go’(:z:)dx) dt.

Ceci implique que

d d d
/ w’(aﬁ)vc(x)dx:—/ u'(t)go(t)dt:/ u(t)(t)dt.

En utilisant l'inégalité de Holder a nouveau, on a

d
_1
/ (@) |dx < (d — &) [ull 1o asp.

Ainsi, en combinant ce résultat avec la question (2a), on en déduit que u — v,
est dans L'(]e,d[). On peut donc appliquer les résultats de la question (1). En
particulier, en combinant les résulats de (1) et (2b), on trouve qu’il existe k € C
telle que, pour presque tout x dans |c, d],

uw(x) =K+ /Cff»‘ u'(t)dt.

Ceci étant valable, pour n’importe quel sous intervalle borné |c, d[ de ]a, b[, on en
déduit que 1'égalité reste vraie sur presque tout 'intervalle |a, b|.



(3)
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Soit u € W'P(Ja, b[). On choisit pour u* la fonction obtenue & la question précédente,
c.a.d.

u'(z) =K+ /x u'(t)dt,

pour un certain a < ¢ < b fixé. On écrit alors, pour z,y dans |a, b, I'inégalité de

Holder :
@)~ = | [ e

On remarque au passage que la premiére égalité nous montre que u* est continue
si u est dans W'!(Ja,b[). La seconde inégalité nous dit que la fonction u est 1 — %—
Holdérienne pour p > 1.

_1
<z — "7 Jull Lo gapp-

On considére la fonction u(x) = y/x sur ]0,1[. On a, pour 0 <y < z < 1,
VI <V —y+ /Y.

En particulier, on vérifie que, pour tout x,y dans |0,1], [z — /y| < |z — y]%. La
fonction est donc bien 1-Héldérienne. Par contre, pour ¢ € C°(]0,1[), on a

/01 ¢ (x)y/xde = —% /01 %dw,

et la dérivée faible ﬁi n’est pas dans L?(]0, 1[). La fonction \/x n’est donc pas dans
H'(]0,1[). L’inclusion obtenue a la question 3 est donc une inclusion stricte.



