Université des Sciences et Technologies de Lille 1
2015/2016 — Master 2 Mathématiques appliquées
Introduction aux EDP non linéaires

EXERCICE 4

Soit 1 < p < 400 et soient —oco < a < b < +o00. On pose

V= {90 e C=(la,b]) : /abgo(a:)dx - o.} .

(1) Soit u € L'(Ja, b]) telle que pour tout ¢ € C°(]a, b[),
b
/ u(x)¢' (x)dz = 0.

(a) Montrer que, pour tout ¢ dans V, on a ffu(x)gp(x)dx = 0.
(b) Soit & > 0 appartenant a C2°(]a, b]) et telle que ff 0(x)dxr = 1. Montrer que, pour
tout ¢ € C°(]a, b)), on a

[ wtwretwar = [ woto

ou Kk = ff O(z)u(x)dx.
(¢) Démontrer que u = Kk p.p.
(2) Soit u dans W' (]a, b[). Soient a < ¢ < d < b. On pose, pour x dans |c, d|,

ve(x) = /Cﬁt o' (t)dt.

(a) Veérifier que v, est bien définie.
(b) Montrer que, pour tout ¢ € C>(]e, d|),

/d o' (x)v.(z)de = /d o' (x)u(x)dx.
(¢) Conclure qu'il existe xk € C telle que, pour presque tout = dans |a, b|,
u(z) = K+ /m u'(t)dt.
(3) En déduire que si u € WP(]a, b[), alors il existe un représentant u* de u tel que
V() €l b, fu*(@) = u )] < o= o' 7 fullwrogas.
On observe donc que les éléments de WP (Ja, b]) sont des fonctions 1—%—Hdldériennes

sip>1.
(4) On consideére la fonction u(z) = /z sur |0,1[. Montrer que u est 1/2-Holdérienne

mais que u n’appartient pas a W2(]0,1[) = H'(]0, 1]).
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