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Introduction aux EDP non linéaires

Exercice 4

Soit 1 ≤ p ≤ +∞ et soient −∞ ≤ a < b ≤ +∞. On pose

V :=

{
ϕ ∈ C∞c (]a, b[) :

∫ b

a

ϕ(x)dx = 0.

}
.

(1) Soit u ∈ L1(]a, b[) telle que pour tout ϕ ∈ C∞c (]a, b[),∫ b

a

u(x)ϕ′(x)dx = 0.

(a) Montrer que, pour tout ϕ dans V , on a
∫ b

a
u(x)ϕ(x)dx = 0.

(b) Soit θ ≥ 0 appartenant à C∞c (]a, b[) et telle que
∫ b

a
θ(x)dx = 1. Montrer que, pour

tout ϕ ∈ C∞c (]a, b[), on a∫ b

a

u(x)ϕ(x)dx =

∫ b

a

κϕ(x)dx,

où κ =
∫ b

a
θ(x)u(x)dx.

(c) Démontrer que u = κ p.p.
(2) Soit u dans W 1,p(]a, b[). Soient a < c < d < b. On pose, pour x dans ]c, d[,

vc(x) :=

∫ x

c

u′(t)dt.

(a) Vérifier que vc est bien définie.
(b) Montrer que, pour tout ϕ ∈ C∞c (]c, d[),∫ d

c

ϕ′(x)vc(x)dx =

∫ d

c

ϕ′(x)u(x)dx.

(c) Conclure qu’il existe κ ∈ C telle que, pour presque tout x dans ]a, b[,

u(x) = κ+

∫ x

c

u′(t)dt.

(3) En déduire que si u ∈ W 1,p(]a, b[), alors il existe un représentant u∗ de u tel que

∀(x, y) ∈]a, b[, |u∗(x)− u∗(y)| ≤ |x− y|1−
1
p‖u‖W 1,p(]a,b[).

On observe donc que les éléments de W 1,p(]a, b[) sont des fonctions 1− 1
p
-Höldériennes

si p > 1.
(4) On considère la fonction u(x) =

√
x sur ]0, 1[. Montrer que u est 1/2-Höldérienne

mais que u n’appartient pas à W 1,2(]0, 1[) = H1(]0, 1[).
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