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Introduction aux EDP non linéaires

Rappels

Soit 1 ≤ p ≤ +∞ et soient −∞ ≤ a < b ≤ +∞. On a vu dans l’exercice 4 que, pour
tout élément u de W 1,p(]a, b[) et tout c dans ]a, b[, il existe κ ∈ C telle que

u(x) = κ+

∫ x

c

u′(t)dt p.p.

Dans toute la suite, on supposera −∞ < a < b < +∞.

Exercice 5

(1) Soit u dans W 1,p(]a, b[). Justifier que u est égale (p.p.) à une fonction continue et
qu’il existe κ(u) ∈ C telle que

u(x) = κ(u) +

∫ x

a

u′(t)dt p.p.

(2) Avec les notations de la question précédente, vérifier que, pour tout x dans [a, b],
l’application

Lx : u ∈ W 1,p(]a, b[) 7→ κ(u) +

∫ x

a

u′(t)dt

définit bien une application continue sur W 1,p(]a, b[).
(3) On suppose 1 ≤ p < +∞ et on définit

W̃ 1,p
0 (]a, b[) :=

{
u ∈ W 1,p(]a, b[) : La(u) = Lb(u) = 0

}
.

(a) Montrer que W̃ 1,p
0 (]a, b[) muni de la norme ‖.‖W 1,p(]a,b[) est un espace de Banach.

(b) Montrer que, pour u dans W̃ 1,p
0 (]a, b[), on a

‖u‖Lp(]a,b[) ≤
(
1

p

) 1
p

|b− a|‖u′‖Lp(]a,b[).

(c) En déduire que
‖u‖W̃ 1,p

0 (]a,b[) := ‖u
′‖Lp(]a,b[)

définit une norme équivalente à la norme ‖.‖W 1,p(]a,b[) sur W̃
1,p
0 (]a, b[).

(4) Montrer que

V :=

{
ϕ ∈ C∞c (]a, b[) :

∫ b

a

ϕ(x)dx = 0

}
est dense dans Vp := {u ∈ Lp(]a, b[) :

∫ b

a
u(x)dx = 0} muni de la norme ‖.‖Lp(]a,b[).

(5) En déduire que W 1,p
0 (]a, b[) = W̃ 1,p

0 (]a, b[).
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