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Les exercices 1, 2 et 3 ne sont pas indépendants les uns des autres. Il est préférable de
les faire dans [’ordre.

EXERCICE 1
Soit U un ouvert borné non vide de R" avec U de classe C'. Soit 1 < p < +o0.
(1) Pour 1 < p < n, justifier que 'injection de W'?(U) dans LP(U) est compacte.

(2) En utilisant le théoréme d’Ascoli, montrer que, pour n < p < +oo, U'injection de
WhP(U) dans LP(U) est compacte.

EXERCICE 2

Soit U un ouvert connere non vide de R™. Soit 1 < p < +00 et soit v apppartenant &
WLP(U) telle que Dv = 0 p.p. Montrer que v = cste p.p. sur U.
Indication. On pourra utiliser [’exercice 2 de la deuxiéme feuille de TD.

EXERCICE 3

Soit U un ouvert borné conneze non vide de R” avec U de classe C!. Soit 1 < p < +00.
Pour v dans LP(U), on pose
v(x)dx
(V)y == —fU :
Jyy dz

(1) Justifier que (v)y a bien un sens.

(2) Supposons qu'il existe une suite (vy)y>; dans WH?(U) telle que
Vk =1, [jvk — <Uk>UHLp(U) >k HDUk”LP(U)-

On pose
wy = U — (Vk)u .
v, — <Uk>UHLp(U)

(a) Montrer qu'il existe une sous-suite (wy;);>1 et w dans LP(U) telle que wy, converge
vers w dans LP(U).

(b) Montrer que w = 0 p.p.
(c) Conclure qu’il existe C' > 0 telle que pour tout v dans W'*(U), on a

v — <U>U||LP(U) <cC ||DU||LP(U) :
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(3) Montrer qu’il existe C' > 0 telle que, pour z appartenant a R™, r > 0 et v appartenant
aWht?(B(z,r)), on a
HU - <U>B(ffﬂ")HLP(B(x,r)) < Cr HDUHLP(B(x,r)) :

On pourra considérer w(y) := v(z + 1ry) et appliquer le résultat de la question précé-
dente avec U = B(0,1).

(4) Montrer que si v € WH"(R™), alors, pour tout z appartenant a R et pour tout r > 0,
BT oy 70~ a0l 0 < CUDO e,
EXERCICE 4
Dans cet exercice, on suppose n > 2.
(1) Soit u appartenant a C!(R™).
(a) Montrer que, pour v > 1, on a

1—1
v 1
1 gy <7 (W0 ) 1P

(b) En déduire que, pour v > 1, on a
Ln(Rn)) 9

HHW;”RQ_VOHﬁlmﬂWW4WDM

(c) Montrer que, pour tout n < ¢ < 5, il existe C' > 0 ne dépendant que de ¢ et n
telle que

HuHLQ(Rn) < CHUHWl,n(Rn)

(d) En prenant v = n + 1,n+ 2,..., montrer que, pour tout n < g < +00, il existe
C > 0 ne dépendant que de g et n telle que

[l pagny < Cllullwn @n)-

(2) Soit U un ouvert borné de R™ tel que U est de classe C!. Montrer que, pour tout
n < q < +oo, il existe C' > 0 tel que, pour tout v dans W1m(R"),

[ull Loy < Cllullwrnw)



