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Corrigé de ’examen

On note N > 2 un entier naturel. Les fonctions sont supposées a valeurs réelles.

Exercice 1. On note

On(R) :={A € My(R): AA" = ATA =Tdgn } .

Pour A appartenant & Oy(R) et 1 < p < 400, on pose

Ty:uc LP(RY) = uoAc LP(RY)

et on définit

1.1.

(a)

Lp

rad

(RY):= () Ker(ld - Ty).
AGON(R)

Par un changement de variable, on vérifie que I'application T’y est une application
linéaire continue sur LP(RY). Ainsi, Ker(Id — T) est un sous-espace vectoriel
fermé. L’espace LE (RY) étant une intersection de sous espaces vectoriels fermés,
il est lui méme fermé dans LP (et donc complet). Pour la suite, on observe que,
pour tout u dans L? (RY) et pour tout A dans Oy(R), on a

u(Az) = u(x) p.p.

Enfin, on remarque que toute fonction u(z) = f(||z]|?), avec f dans C*(R)
appartient a L2 (RY). En particulier, cet espace est de dimension infinie.

Dans le cours, on a introduit la fonction suivante

n(z) == Cexp (W;l) si ||z|| <1 et n(x) =0 sinon,
ot C' > 0 est choisie de telle sorte que [ 7 = 1. Cette fonction est dans C2°(RY)
et elle vérifie aussi n(Az) = n(x) pour tout A dans Ox(R). Si on pose 7.(z) =
—vn(z/€), on a vu en cours que la fonction 7. * u convergeait vers u dans Hy...
Il reste donc a vérifier que si u est dans HL (RY), alors 7. * u est bien dans
C>® N HL,(RY). Le fait que la fonction est dans C* a été vu en cours. Pour

conclure, on écrit, pour A dans Oy (R),
Ne * u(Azx) = / ne(Azx — y)u(y)dy = / Ne(Ax — Az)u(Az)dz = n. x u(z),
RN RN

ou la seconde égalité a été obtenue en faisant le changement de variable y = Az
et la troisiéme en utilisant I'invariance de u et 7. par A.



1.2.

1.3.

1.4.

1 4(RY). On fixe § > 0 et on fixe une fonction de tronca-
ture 0 < x < 1 dans C°(R) qui est égale & 1 sur [—1,1] et 0 en dehors de [—2,2].
Pour R > 0, on pose

(c) Soit u un élément de H}

up(z) = u(z)x(||lzl|l/R).
On vérifie (en utilisant entre autres le théoréme de convergence dominée) que
|lu — ugr| g @yy — 0 lorsque R — +o00. Donc, pour R > 0 assez grand, on a
|lu — ug||gr@yy < 6. On vérifie alors facilement que 7. * up est une fonction
radiale C* et a support compact dans B(0,4R) (pour ¢ assez petit et R assez
grand). Cette fonction converge alors vers ugr dans H!(R") lorsque € tend vers 0
d’aprés la question précédente (en considérant par exemple le compact B(0,4R)).
On a donc, pour € > 0 assez petit, ||u — 1. * ugl|g < 0.
On écrit, pour r > 0,

orp =2 [ elo)e(s)ds
Ceci implique N
PP < [ (elP + 1)) ds

On écrit finalement
+oo +00
PP < [ SV (oo + I OR) S s < [ (el ) 8 s

LU(RN)YNC(RY). On écrit u(x) = p(|z]) puisque la fonction
est a symétrie radiale. Pour » > 0, on a, d’aprés la question précédente,

Soit u appartenant a H}

+oo
o e = < [ (o) 4 )P s

En passant en coordonnées sphériques, on en déduit l'inégalité attendue pour les
fonctions lisses, a savoir

||T(u)||L°°(RN) < CN“uHHl(RN).

L’application T est donc linéaire continue de H. (RY) N C®(RY) (qui est dense
dans H}

1 L J(RY)) dans L*°(RY). Par prolongement, on en déduit 'inégalité sur tout
H

N
rad (R )
Dans le cas ou v appartient & H. ;(RY)NC®(RY), la question précédente montre que

VR >0, [|T(v)||peo @™\ B(0,r) < CnIull i@y B0,R))-

On fixe maintenant u dans H!

LiRY) et § > 0. En utilisant la question 1.c, on peut
trouver une fonction v dans H}

dRY)NCE(RY) telle que [|v — ul| g gay < 6/Cy. En
particulier, on a, grace a la question précédente,

17 () = T(0)l| e vy < .

2



On utilise alors le théoréme de convergence dominée pour en déduire que, pour R > 0
assez grand, on a

”T<U>HL°°(RN\B(QR)) <o+ ||T<U>HL°°(1RN\B(0,R)) <0+ CNHUHHI(RN\B(U,R)) < 2.

1.5. Soit € > 0. Soit u appartenant & C>°(RY) N HL ,(RY) et soient x,y dans RV\ B(0, ¢)

rad
telle que |z] < |y|. On utilise les conventions des questions précédentes pour les

fonctions radiales dans C3°(RY) et on écrit

|yl L |yl
rww—u@ns/w«mwsum—mwz<[|¢@ww>

En particulier, on a

[yl 2
u(@) — uly)] < (Jyl - |a)2e' = </| Iso’(s)IQSN‘lds> :

En passant en coordonnée sphériques, on en déduit finalement I’existence d’une constante
C..n > 0 telle que

1
2

1
u(z) — u(y)| < Cenlz = yl2[Jullm @)
1.6. Soit U un ouvert de RY ne contenant pas un voisinage de 0 que 1’on note B(0,¢).

En combinant les résultats des questions 3 et 5, on vérifie qu’il existe une constante
c-n > 0 telle que, pour tout v dans C°(RY) N HL ,(RY), on a

?ww—v@n

sup {[o(@)]} +  sup —r

z¢B(0,¢) zyEB(0.e)x#y

} < e v ||Vl @y

En d’autres termes, on a [[v|lcoa2@) < conl|vlli@yy pour toute fonction v dans
C®(RM)N HL ,(RY). L’application

rad
L:veC®®RY)NHL (RY) v e COV(T)

est donc linéaire continue. Par densité de cet ensemble dans H! ;(RY), on en déduit
que cette propriété reste vraie pour tout v dans H, 1ad(RN ), ce qu1 conclut la question.
1.7. Soit 2 < p < 225 et s0it (U )m>1 une suite bornée dans H 4 (RY).

rad
(a) Pour R > O et m,n > 1, on écrit
/' (&) — (@) < [t — w2 s oy Nt — nll .
RN\ B(0,R)

En utilisant la question 4 et le fait que la suite (uy,),>1 est bornée dans H ! on
en déduit I'existence d’une constante C' > 0 telle que

(p— 2)(N 9]

Vm,n > 1, |[um — unHLP(RN\B(OR <CR"



(b)

On va utiliser le théoréme de Rellich-Kondrachov (comme p < 2* = 225) pour
extraire une sous-suite convergente dans LP(R"). Pour chaque m > 1 et chaque

R > 0, on définit
ult () = um(x)x (2]l /R),
ou x est la fonction troncature introduite a la question l.c. On fixe £ > 1. En

utilisant la question récédente, on choisit R, > 0 assez grand pour que, pour
tout m,n > 1 et tout R > Ry, on ait

| =

1t — ) = (21, — )| ooy <

La suite (uf'),,>, est composée d’élements & support compact dans B(0,2R;).
En appliquant le théoréme de Rellich-Kondrachov avec 'ouvert B(0,2R;), on
en déduit l'existence d’une sous suite convergente (uﬁl(m))mzl, ou fi : N —= N
est une fonction strictement croissante. Par récurrence, on construit une suite

de fonctions strictement croissante fi : N — N telle que la suite (uﬁ’; fe(m)) €St

convergente dans LP(RY). On pose alors

f(m) = fiofao...frn(m).

On fixe § > 0. On choisit £ > 0 tel que 1/k < §. Pour m,n >0, on a

<9

Ry, Ry, ) ‘
) Lp(RN) -

HWW‘WW‘WmWWM

De plus, la suite (to. s, (m))m>1 étant convergente dans LP(RY), on en déduit
que, pour m,n assez grands, on a

< 4.
LP(RN) ™

R, R,
HW%‘W%

La suite (uf(m))mZI ainsi construite est donc de Cauchy. En particulier, elle
converge puisque l'espace est complet.

Le fait que l'injection de H! (RY) dans LP(RY) est continue se déduit immé-
diatement de l'inégalité de Gagliardo-Niremberg (puisque p < 2*). Le fait que
I'injection est aussi compacte est une conséquence des deus questions précé-
dentes.



