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Exercices sur les séries de Fourier

Dans la suite, les fonctions sont dé�nies sur R et sont à valeurs réelles ou complexes.

Exercice 1

Soient k et n deux entiers dans Z. Calculer les intégrales suivantes∫ 2π

0

ei(n+k)xdx,

∫ 2π

0

cos(nx) cos(kx)dx,

∫ 2π

0

sin(nx) sin(kx)dx,

∫ 2π

0

cos(nx) sin(kx)dx.

Exercice 2

Étudier la convergence (simple, uniforme, normale) sur R des séries trigonométriques
dont les coe�cients sont les suivants :

(1) a0 = 1, an = 1, bn = 1 ;

(2) c0 = 1, cn = 1
n2 ;

(3) n ≥ 0, cn = rn (avec r ∈ R) et n ≤ −1, cn = 0 avec r ∈ R.

Déduire de la dernière question que pour tout n ≥ 0 et pour tout −1 < r < 1,

rn =
1

2π

∫ 2π

0

e−inx

1− reix
dx.

Exercice 3

Calculer ak(f), bk(f) et ck(f) et tracer les graphes des fonctions 2π-périodiques sui-
vantes :

(1) f(x) = −1 sur [−π, 0[, f(x) = 1 sur [0, π[ ;

(2) f(x) = x sur [−π, π[ ;

(3) f(x) = |x| sur [−π, π[.
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Exercice 4

Soit f : R → R (ou C) une fonction continue par morceaux 2π-périodique. Montrer les
résultats suivants :

(1) Si f est à valeurs réelles, alors ak(f) et bk(f) sont à valeurs réelles ;

(2) ∀k ∈ Z, ck(f) = ck(f) ;

(3) Les suites (cn(f))n, (an(f))n et (bn(f))n sont bornées ;

(4) Si f(x) = f(−x) pour tout x dans R, alors bn(f) = 0 pour tout n dans N ;

(5) Si f(x) = −f(−x) pour tout x dans R, alors an(f) = 0 pour tout n dans N ;

(6) Si f est continue et C1 par morceaux sur [0, 2π[, alors cn(f) = 1
in
cn(f

′) ;

(7) Si f est de classe Ck et Ck+1 par morceaux sur [0, 2π[, alors cn(f) = 1
(in)k+1 cn(f

(k+1)).

Exercice 5*

Soit f : R→ R (ou C) une fonction continue par morceaux 2π-périodique. Pour N ≥ 1,
on pose

SN(f)(x) := c0(f) +
N∑
n=1

(cn(f)einx + c−n(f)e−inx).

(1) Montrer que

1

2π

∫ 2π

0

|SN(f)(x)|2dx = |c0(f)|2 +
N∑
n=1

(|cn(f)|2 + |c−n(f)|2).

(2) Montrer que ∫ 2π

0

(f(x)− SN(f)(x))SN(f)(x)dx = 0.

(3) Conclure que

|c0(f)|2 +
N∑
n=1

(|cn(f)|2 + |c−n(f)|2) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(x)|2dx.

Exercice 6

Soit a appartenant à R − Z. On considère la fonction 2π périodique dé�nie sur [−π, π[
par

f(x) := cos(ax).

(1) Montrer que a0(f) = 2 sin(πa)
πa

.

(2) Montrer que, pour n ≥ 1, an(f) = (−1)n2a sin(aπ)
π(a2−n2)

.
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(3) Conclure que, pour tout x dans R− πZ,

cotg(x) =
1

x
+

+∞∑
n=1

2x

x2 − n2π2
.

Exercice 7

On considère la fonction continue 4π périodique et paire dé�nie sur [0, 2π] par

f(x) := π − x.
(1) Tracer le graphe de la fonction f sur R.

(2) Montrer que b4πk (f) = 0 pour tout k ≥ 0.

(3) Calculer a4π
k (f) pour k ≥ 0.

(4) Conclure que, pour tout x dans [0, 2π], on a :

π − x =
4

π

+∞∑
n=0

cos
(
n+ 1

2

)
x

(2n+ 1)2
.

(5) A-t-on convergence uniforme sur R ?

Exercice 8

En suivant la stratégie des exercices précédents, montrer que

∀x ∈ R, | sinx| = 2

π
− 4

π

+∞∑
p=1

cos(2px)

4p2 − 1
.

A-t-on convergence uniforme sur R ?

Exercice 9**

Soit f une fonction 2π-périodique et de classe C1 par morceaux sur R.

(1) Soit n ≥ 1 et soit t ∈ R− 2πZ. Montrer que

Dn(t) =
n∑

k=−n

eikt =
sin
(
(2n+ 1) t

2

)
sin
(
t
2

) .

(2) Soit n ≥ 1. Montrer que

Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

ck(f)eikx =
2

π

∫ π
2

0

(f(x+ 2u) + f(x− 2u))
sin((2n+ 1)u)

sinu
du.

(3) Montrer que 1 = 2
π

∫ π
2

0
sin((2n+1)u)

sinu
du.

(4) Démontrer le premier théorème de Dirichlet.



4

Exercice 10

Soit f une fonction 2π-périodique de classe C0 et soit γ appartenant à R. On pose

un =
1

n

n∑
k=1

f(2πkγ).

(1) Déterminer la limite de (un)n si γ appartient à Q.

(2) On suppose maintenant que γ n'appartient pas à Q. Si f(t) = eipt avec p ∈ Z,
montrer que

lim
n→+∞

un =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)dt.

(3) Montrer que cette propriété reste vraie si f est un polynôme trigonométrique.

(4) Conclure dans le cas où f est seulement continue et 2π périodique.

Exercice 11

Soit α > 0. Soit f une fonction 2π-périodique telle que pour tout x dans [0, 2π[, on a

f(x) = eαx.

(1) Soit n appartenant à Z. Montrer que cn(f) = 1
2π

e2πα−1
α−ir .

(2) Appliquer l'égalité de Parseval à f pour déduire que

e2πα + 1

e2πα − 1
=

1

πα
+

1

π

+∞∑
n=1

2α

α2 + n2
.

(3) Montrer que limα→0

∑+∞
n=1

1
α2+n2 =

∑+∞
n=1

1
n2 .

(4) Conclure que

π2

6
=

+∞∑
n=1

1

n2
.

Exercice 12

Soit f une fonction 2π-périodique de classe C1 telle que
∫ 2π

0
f(t)dt = 0.

(1) Montrer que
∫ 2π

0
|f(t)|2dt ≤

∫ 2π

0
|f ′(t)|2dt.

(2) Montrer que l'on a égalité si et seulement si f(t) = aeit + beit.



5

Exercice 13***

Soit f une fonction 2π-périodique et de classe C0 par morceaux sur R. On pose, pour
n ≥ 0 et pour x dans R,

Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

ck(f)eikx.

On dé�nit aussi la moyenne de Césaro de la série de Fourier :

δn(f)(x)
1

n

n−1∑
k=0

Sk(f)(x).

(1) En utilisant la formule pour Sk(f)(x) de l'exercice 10, montrer que

δn(f)(x) =
1

nπ

∫ π
2

0

(f(x+ 2u) + f(x− 2u))
sin2(nu)

sin2 u
du.

(2) En déduire que 1 = 2
nπ

∫ π
2

0
sin2(nu)

sin2 u
du.

(3) Montrer que pour tout x dans R, δn(f)(x) converge vers 1
2
(f(x+) + f(x−)).

(4) Montrer que si f est continue, la convergence est uniforme sur R.


