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Exercices sur les séries entières

Exercice 1

Calculer les rayons de convergence des séries entières suivantes :

(1)
∑
n≥0

1

7n+ 1
zn ;

(2)
∑
n≥0

n2 + 3

2n+ 1
zn ;

(3)
∑
n≥0

nlnnzn ;

(4)
∑
n≥0

(
n+ 1

n+ 2

)n
zn ;

(5)
∑
n≥0

cos
(nπ

2

)
zn ;

(6)
∑
n≥0

n(−1)n

zn ;

(7)
∑
n≥0

1

4n+ 1
z4n ;

(8)
∑
n≥0

(−1)n

(2n+ 1)!
zn ;

(9)
∑
n≥0

E(en)zn (où E(x) est l'unique entier tel que E(x) ≤ x < E(x) + 1) ;

(10)
∑
n≥0

3(−1)nnzn ;

(11)
∑
n≥0

(2− 2
1
2 )(2− 2

1
3 ) . . . (2− 2

1
n )zn ;

(12)
∑
n≥0

(∫ 1

0

tne−tdt

)
zn.
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Exercice 2

Soit
∑

n≥0 anz
n une série entière de rayon de convergence R telle que an > 0 pour tout

n.

(1) Pour α > 0, déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑

n≥0 a
α
nz

n.

(2) Pour α < 0, montrer que le rayon de convergence R′ de la série entière
∑

n≥0 a
α
nz

n

véri�e R′ ≤ Rα.

(3) On pose a2n = 22n et a2n+1 = 2−2n. Montrer que l'on n'a pas égalité en général.

Exercice 3

Soit
∑

n≥0 anz
n une série entière de rayon de convergence R = +∞.

(1) Montrer que si S(z) =
∑+∞

n=0 anz
n est bornée sur C, alors, an = 0 pour tout n ≥ 1.

(2) Montrer que s'il existe un polynôme P tel que |S(z)| ≤ P (|z|) pour tout z dans C,
alors an = 0 pour n assez grand.

Exercice 4

Calculer les sommes suivantes :

(1)
+∞∑
n=0

n2zn ;

(2)
+∞∑
n=0

pnz
n, où pn est le nombre de triplets d'entiers (p, q, r) véri�ant p+ 2q+ 3r = n.

On pourra partir de la formule de
∑+∞

n=0 z
n.

Exercice 5*

Soit
∑

n≥0 anz
n une série entière de rayon de convergence R ≥ 1 et de somme S.

(1) Pour 0 < r < 1, écrire l'égalité de Parseval pour f(t) = S(reıt).

(2) En déduire que si S est bornée sur D(0, 1), alors an → 0.

Exercice 6

(1) Soit z ∈ C et soit n ∈ N. Écrire la formule de Taylor reste intégral d'ordre n entre
0 et 1 de fz(t) = etz.

(2) Soit R > 0. En déduire que Pn(z) =
∑n

k=0
zk

k!
converge uniformément vers ez sur

D(0, R).

(3) Soit R > 0. Montrer que, pour n assez grand, Pn ne s'annule pas sur D(0, R).
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Exercice 7

(1) Soit z ∈ C et soit n ∈ N. Écrire la formule de Taylor reste intégral d'ordre n entre
0 et 1 de fz(t) = sin(tz).

(2) Soit R > 0. En déduire que Pn(z) =
∑n

k=0
(−1)kz2k+1

(2k+1)!
converge uniformément vers

sin(z) sur D(0, R).

(3) Montrer que, pour tout k ∈ N, la fonction g : x 7→ sinx
x

se prolonge en une fonction
de classe Ck sur R.

Exercice 8*

Soit
∑

n≥0 anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0 et telle que a0 6= 0.

(1) Montrer qu'il existe une unique suite d'entiers (bn)n≥0 telle que

a0b0 = 1 et ∀n ≥ 1,
n∑
k=0

akbn−k = 0.

(2) Soit 0 < r < R. Montrer qu'il existe M > 0 telle que |bn| ≤ M(M+1)n−1

rn pour tout
n ≥ 1.

(3) En déduire que le rayon de convergence de
∑

n≥0 bnz
n est strictement positif.

(4) Conclure que pour |z| assez petit(
+∞∑
n=0

anz
n

)(
+∞∑
n=0

bnz
n

)
= 1.


