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Exercices sur les suites de fonctions

Exercice 1

Étudier la convergence (simple, uniforme) des suites de fonctions suivantes :

(1) fn(x) = e−nx
2
, x ∈ [1,+∞[ ;

(2) fn(x) = e−nx
2
, x ∈ R ;

(3) fn(x) = xe−nx
2
, x ∈ R ;

(4) fn(x) = nxe−nx
2
, x ∈ R ;

(5) fn(x) = sin(xe−nx
2
), x ∈ R ;

(6) fn(x) = sin(nxe−nx
2
), x ∈ R ;

(7) fn(x) = arctannx√
n

, x ∈ R ;

(8) fn(x) = xn(1− x), x ∈ [0, 1] ;
(9) fn(x) = n2 cosn x sinx, x ∈ [0, π/2] ;

(10) fn(x) = n2(x+1)
n2+x

, x ∈ [0, 1].

Exercice 2

Montrer qu'une limite uniforme de fonctions polynômiales sur R est un polynôme. On
pourra chercher à utiliser le critère de Cauchy.

Exercice 3

On considère sur [0, 1] la suite de fonctions

fn(x) =
n2x+ x

n2x+ 1
.

(1) La suite converge-t-elle simplement sur [0, 1] ? Si oui, donner sa limite.
(2) A-t-on convergence uniforme sur [0, 1] ? sur ]0, 1] ? sur [a, 1] pour 0 < a < 1 ?

Exercice 4

Soit f une fonction de classe C1 sur [a, b].

(1) Justi�er l'existence d'une suite de polynômes (Pn) convergeant uniformément vers
f ′ sur [a, b].

(2) Montrer que
∫ x

a
Pn(t)dt converge uniformément vers f(x)− f(a).

(3) En déduire l'existence d'une suite polynômes (Qn) telle que (Qn) converge unifor-
mément vers f et (Q′n) converge uniformément vers f ′.
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Exercice 5

(1) Étudier la convergence simple et uniforme sur [0, 1] de la suite dé�nie par fn(x) =
(1− x)n sinx.

(2) En déduire la limite de
∫ 1

0
(1− x)n sinx dx lorsque n tend vers +∞.

(3) Déterminer la limite simple f de fn(x) = (n+ 1)(cosx)n sinx sur [0, π/2].

(4) Calculer
∫ π/2

0
fn(x) dx et

∫ π/2

0
f(x) dx. Qu'en concluez-vous ?

Exercice 6*

On considère la suite de fonctions

P0 = 0 et Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2
(x− P 2

n(x)).

(1) Montrer que Pn dé�nit une suite de polynômes.

(2) Montrer que, pour tout n ≥ 0, on a (1− 1
2

√
x)(2 + (n+ 1)

√
x) ≤ 2 + n

√
x.

(3) Montrer que, pour tout n ≥ 0 et pour tout x ∈ [0, 1], 0 ≤
√
x− Pn(x) ≤ 2

√
x

2+n
√
x
et

Pn(x) ≥ 0.

(4) Pour n ≥ 0, déterminer le maximum sur [0, 1] de la fonction x 7→ 2
√
x

2+n
√
x

(5) Conclure que Pn converge uniformément vers
√
x sur [0, 1].


