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Exercices sur les suites de fonctions

EXERCICE 1

Etudier la convergence (simple, uniforme) des suites de fonctions suivantes :
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EXERCICE 2

Montrer qu’une limite uniforme de fonctions polynomiales sur R est un polynéme. On
pourra chercher a utiliser le critére de Cauchy.

EXERCICE 3

On considére sur [0, 1] la suite de fonctions
n’r +

) = 1
(1) La suite converge-t-elle simplement sur [0, 1] 7 Si oui, donner sa limite.
(2) A-t-on convergence uniforme sur [0, 1] 7 sur ]0,1] ? sur [a, 1] pour 0 < a < 17

EXERCICE 4

Soit f une fonction de classe C' sur [a, b].
(1) Justifier Pexistence d’une suite de polynémes (F,) convergeant uniformément vers
f’ sur [a, b].
(2) Montrer que [ P,(t)dt converge uniformément vers f(z) — f(a).

(3) En déduire l'existence d’une suite polynémes (Q,,) telle que (Q),) converge unifor-
mément vers f et (Q)) converge uniformément vers f’.
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EXERCICE 5

(1) Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 1] de la suite définie par f,(z) =
(1 —z)"sinz.

(2) En déduire la limite de fol(l —z)"sinx dz lorsque n tend vers +00.
(3) Déterminer la limite simple f de f,(z) = (n+ 1)(cosz)"sinz sur [0, 7/2].
(4) Calculer foﬂ/z fo(z) dx et foﬂﬂ f(z) dz. Qu’en concluez-vous?

EXERCICE 6*
On considére la suite de fonctions

Py=0cet By1(x) = Py(z) + %(:c — P2(1)).

(1) Montrer que P, définit une suite de polynomes.
(2) Montrer que, pour tout n > 0, on a (1 — $/Z)(2+4 (n + 1)y/x) < 24 ny/x.

3) Montrer que, pour tout n > 0 et pour tout x € [0,1|, 0 < /zr — P,(x) < T o
P,(x) > 0.

(4) Pour n > 0, déterminer le maximum sur [0, 1] de la fonction x — Qi‘fﬁ

(5) Conclure que P, converge uniformément vers \/z sur [0, 1].



