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QUESTIONS DE COURS.

(1) Par exemple, on peut prendre f(z,y) = In((z — 1)® + y?) pour (z,y) # (1,0) et
f(1,0) = 0. (0.75pt si la fonction n’est pas définie sur R? tout entier, 1pt si elle
Iest)

(2) (1.5pt) On écrit g = (g1, 92). On a
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(fog)(t) = 5-(9(t)) x g:(t) + 5 -(9(1)) x 6a(t).

(3) (1.5pt) On écrit f = (f1, fo2, f3). On a
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EXERCICE 1
2 3 2
(1) On a |f(z,y)| = it xyl < max(|z}, [y) —|—rnalx(\a:|,]y|) . En utilisant que
(224 9?)2 (22 +3?)2
3
max(|z], |y) < (22 + %), on trouve que |f(x,y)| < TR < (52 42y 4

1
(z2+y?)2
(22 4+ 42)2 pour tout (z,y) dans R2 On pose (r) = 2+ r. On a alors

lim 6(r) = 0 et | f(z,y)| < 0([[(z, y)])

pour (x,y) dans R?. D’aprés le lemme des gendarmes, f tend vers 0 en 0. (1.5pt)

(2) On a |f(z,y)] = |zy||In(z? + y*)| < max(|z|,|y])*|In(z® + y*)|. En utilisant que
max(|z|, [y]) < (22 +12)2, on trouve que | f(z,y)| < (22+y?)| In(22 +y2)| pour tout
(z,y) dans R% On pose 0(r) = r*|In7?|. On a alors

lim 6(r) = 0 et | f(z,y)| < 0([[(z, y)])



pour (z,y) dans R% D’aprés le lemme des gendarmes, f tend vers 0 en 0. (1.5pt)
(3) Pour 0 <t <2, ona f(t,t) = 3 > L. Ainsi, f tend vers I'infini le long de I'arc

2t2 — 7t
en 0 défini par t — (t,¢). D’apreés le cours, on en déduit que f n’a pas de limite en
0. (1pt)
EXERCICE 2
On définit )
T Y
T,y) = ——— + =

(1) f est bien définie si 22 + y? # 0 et 2% # 0. Puisque la seconde condition implique
la premiére, on en déduit que D := {(z,y) € R? : z # 0}. (0.5pt)

(2) (1.5pt) On a
of  2x 223 2y 2xy® 2y
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(3) Le long de 'arc t + (t,1) au point (0, 1), la fonction f vaut lftQ + & et cette
fonction tend vers I'infini quand ¢ tend vers 0. D’aprés le cours, on sait alors que f
n’a pas de limite en (1,0).
Si f se prolongeait en une fonction de classe C! sur R?, alors, d’aprés le cours, elle
se prolongerait en une fonction de classe C° sur R2. En particulier, elle aurait une
limite en (1,0) (ce qui n’est pas le cas). La fonction f n’a pas de prolongement de
classe C! sur R?. (2pt)

EXERCICE 3

On définit :
flz,y,2z) = x¥.

(1) On a f(x,y,z) = exp(yzInz). La fonction In est définie sur 0, +o0[ et la fonction
exp sur R. On en déduit donc que D =]0,+o00[xR x R. (0.5pt)

(2) f est de classe C! en tant que composée d’applications de classe C'. (0.5pt)
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el exp(yzInz) o (0.5pt),
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50— zlnzexp(yzInz) = z(lnx)z¥*(0.5pt),
Y
of s
3, ylnzxexp(yzlnz) = y(Inz)z¥*(0.5pt).
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(3) (1.5pt) On pose h(t) = (t,t,t). Les applications f et h étant de classe C', on a,
d’apreés le théoréeme de composition des dérivées partielles,

9(0) = (Fo (1) = 2L () x 1+ %(h(t)) <1+ L inny <1

On en déduit que
g@) =t" (t+tnt+tInt) = (1 +2Int)+"
EXERCICE 4

On considére sur R3 PEDP suivante :

On se donne f une solution de classe C! de cette EDP sur R3. On pose
o(u,v,w) = (u,v + 2u, w + 3u).

(1) (1.5pt) On pose g(u,v,w) = f o p(u,v,w). D’aprés le théoréme de composition
pour les dérivées partielles appliqué a f et ¢ (qui sont de classe C'), on a :

S wvw) = 5 (gl vw)) + Fg(u o)) x 24 Fgluow) x 3
Comme f est solution de 'EDP donné dans I’énoncé, on en déduit que g vérifie
I'EDP :

0 B dg
%(u—l—g)—l—i-au—o.

(2) (1.5pt) Soit g une solution de classe C' de PEDP précédente. De la question 1, on
déduit qu’il existe h de classe C! ne dépendant que de v et w telle que g(u,v,w) =
h(v, w) — u.

(3) (1pt) Si f est solution de classe C' de 'EDP de I’énoncé, alors, d’aprés les questions
précédentes, g(u,v,w) = f o p(u,v,w) = h(v,w) — u, avec h de classe C!. On en
déduit que f(z,y,2) = gop z,y,2) = h(y — 2z, 2 — 3z) — x, avec h de classe C.



