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Questions de Cours.

(1) On rappelle que, d'après le cours, un ensemble A est dit négligeable si pour tout
ε > 0, il existe une famille de pavés recouvrant A et dont la somme des aires est
inférieure à ε.
Par exemple, {(0, 0)}, un cercle, le graphe d'une fonction sont des ensembles négli-
geables.

(2) On appelle gradient de f la quantité

grad(f) =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
.

(3) On écrit ω = Pdx+Qdy +Rdz. D'après le théorème de Poincaré, on doit avoir :

∂P

∂z
=
∂R

∂x
,
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
et
∂Q

∂z
=
∂R

∂y
.

Exercice 1

(1) ∫ ∫
∆

xy2dxdy =

∫ 1

0

y2

∫ y

0

xdxdy =
1

10
.

(2) On développe∫ ∫
[0,π

2
]2

(cosx+ sin y)2dxdy =

∫ ∫
[0,π

2
]2

(cos2 x+ sin2 y + 2 cosx sin y)dxdy.

On a ∫ ∫
[0,π

2
]2

2 cosx sin ydxdy = 2.
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Puis, on écrit∫ ∫
[0,π

2
]2

cos2 x+ sin2 ydxdy =
π

2

(∫ π
2

0

cos2 xdx+

∫ π
2

0

sin2 ydy

)
=
π2

4
.

Au �nal, on trouve∫ ∫
[0,π

2
]2

(cosx+ sin y)2dxdy =
π2

4
+ 2.

Exercice 2

On dé�nit, sur R2, la forme di�érentielle

ω :=

(
xy +

y2

2

)
dx+

(
xy +

x2

2

)
dy = Pdx+Qdy.

(1) On utilise le théorème de Poincaré sur R2 et on véri�e que ∂P
∂y

= ∂Q
∂x

= x+ y.

(2) On écrit ∫
Γ

ω =

∫ 1

0

(
tet +

e2t

2
+ te2t +

t2et

2

)
dt.

On sépare les di�érents calculs. On utilise des intégrations par parties pour calculer
les quantités suivantes∫ 1

0

tetdt = 1,

∫ 1

0

te2tdt =
e2 + 1

4
et

∫ 1

0

t2et

2
dt =

e

2
− 1.

On trouve �nalement ∫
Γ

ω =
e2 + e

2
.

(3) On cherche f de classe C1 telle que

∂f

∂x
= xy +

y2

2
et
∂f

∂y
= xy +

x2

2
.

La première condition implique qu'il existe g de classe C1 ne dépendant que de y
et telle que

f(x, y) =
x2y + y2x

2
+ h(y).

La deuxième condition implique alors h′(y) = 0. Une primitive est donc de la forme

f(x, y) = x2y+y2x
2

On trouve alors∫
Γ

ω = f(1, e)− f(0, 1) =
e2 + e

2
.
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Exercice 3

(1) On écrit ∫
Γ1

(xdy − ydx) =

∫ π
2

0

(2 cos2 t+ 2 sin2 t)dt = π.

(2) On écrit ∫
Γ2

(xdy − ydx) =

∫ π
2

0

(sin 2t sin t+ 2 cos t cos 2t)dt.

On utilise la formule cos 2t = cos2 t− sin2 t pour obtenir l'expression∫ π
2

0

(sin 2t sin t+ 2 cos t cos 2t)dt = 2

∫ π
2

0

cos3 tdt = 2

∫ π
2

0

cos t(1− sin2 t)dt.

On trouve �nalement∫
Γ2

(xdy − ydx) = 2[sin t]
π
2
0 −

2

3
[sin3 t]

π
2
0 =

4

3
.

(3) On va utiliser le théorème de Green Riemann qui dit que

m(A) =
1

2

∫
∂A+

xdy − ydx.

Sur la partie horizontale du bord, l'intégrale curviligne est nulle. L'intégrale curvi-
ligne sur les deux autres morceaux a été calculée aux questions précédentes et on
trouve

m(A) =
π

2
+

2

3
.

Exercice 4

I :=

∫ ∫
∆

1

1 + x2 + y2
dxdy,

où ∆ := {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}.
(1) On a ∆ := {(r cos θ, r sin θ) : 0 ≤ r ≤ 1, θ ∈ [0, π

2
]}

(2) On fait le changement de variables (x, y) = (r cos θ, r sin θ). On a

I =

∫ π
2

0

∫ 1

0

r

r2 + 1
drdθ.

On a
∫ 1

0
r

r2+1
dr = [1

2
ln(r2 + 1)]10 = ln 2

2
. On trouve �nalement

I =
π ln 2

4
.


