Corrigé : Examen janvier 2009 Math 202 SPI
Exercice I. (5 points)
1. Donner la définition de la différentiabilité en (0,0) d'une fonction g : R? — R.
2. On considere la fonction f définie sur R? par
x>+ Ty — y3

pour (z,y) # (0,0); et f(0,0) = 0.

(a) Montrer que f est continue sur R2.

(b) Calculer les dérivées partielles premieres de f en (0,0).
)
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(d) La fonction f est-elle de classe C! dans un voisinage de (0, 0) ? Justifier votre réponse.

Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0).

Corrigé.

1. Une fonction g : R® — R* est différentiable en un point a de R” §’il existe une application
linéaire L : R — R” telle que g(a+h) = g(a) + L(h)+||h||e(h), ot €(h) — 0 quand h — 0.

2. (a) Pour (z,y) # (0,0), |x| + 2]y| # 0, f est continue en (z,y).
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Pour tout (z,y) # (0,0), on a |f(xy)] < gt < faf® + Jy| + 3ly* — 0. Donc

lim z,y) =0, f est continue en (0,0).
(:v,y)—>(0,0)f( v) d (0.0)

xT

) . —2 .
8—5(0,0) = lim, .o TZl = hm—% = 0.
. Flay)—8L(0,0)z— 8L (0,0)y 81 gy s .
(c) Soit e(z,y) = 5\/x2+y2 Oy = (\z\imyﬁy\/z?ty?' [ est différentiable en (0,0) si
: : _ _ a1 )
et seulement si (m,y%lgl(o,o)e(x’y) = 0. Or e(x,z) = Ve = 35 # 0. Donc f n’est pas

différentiable en (0, 0).

(d) f non différentiable en (0,0), donc n’est pas de classe C! dans un voisinage de (0, 0).
Exercice II. (5 points) Soit V = {(u,v) € R%jv > 0} et ¢ : R? — V définie par ¢(z,y) =
(ze¥,eY).

1. Montrer que ¢ est un C'-difféomorphisme de R? sur V.

2. On cherche les solutions f de classe C' sur R? de I’équation aux dérivées partielles

0 0
xa—j; - 8—5 = —eY. (E)

On pose f = go ¢, c’est a dire que f(z,y) = g(u,v) ou (u,v) = (ve¥,eY).
(a) Trouver I’équation aux dérivées partielles (E’) que vérifie g, quand f est solution de
I’équation (FE).
(b) Résoudre I’équation (E’), et en déduire les solutions f de I’équation (E) .
Corrigé.
1. Y(u,v) € V (v > 0), ¢(x,y) = (u,v) ©u==zxe,v =¢Y & y=1Invcar v >0, z = u/v.
(z,y) existe et est unique. Donc ¢ est bijectif de R? sur V.
ey xeY¥
0 e
(z,y) € R2. Donc ¢ est un C'-difféomorphisme de R? sur V.
(On peut aussi dire que ¢ : R? — V est de classe C! sur R?, et ¢~ ! : V — R2?, (u,v) —
(u/v,Inv) est de classe C! sur V.)

¢ est clairement de classe C! sur R%. Et det Jy(z,y) =

‘ = e% +# 0 pour tout



Of _ 990u 4 990v _ ,y99 Of _ 990u 4 990v _ ,..y09 | ,ydg
2. (a‘) On a or — Ou Oz + ovdr — € Bu’ dy ~ Ou Oy + v Oy =I5, +e ov
. p . 0 0,
Donc f est solution de I'équation (E) SSI —e¥3? = —e¥ & 52 = 1.

(b) Si g est une fonction de classe C'! sur V solution de I'équation % =1, alors g(u,v) =
v + h(u), ot h est une fonction quelconque de classe C! sur R.

D'ou f(z,y) = €Y + h(zeY).

Exercice III. (3 points) Calculer // 22ydrdy ot D = {(z,y) € R?|y >0, 22+ % — 2z < 0}.
D

Corrigé. Premieére méthode : D est simple par rapport a z, avec 0 < 2 < 2,0 <y < 2z — 22.
— 2
Donc [, z*ydzdy = f02 dz [, 2o—a” 22ydy = %f02 2?2z — 2?)dx = (32 — %335)‘0 =31
Deuxieme méthode : On utilise les coordonnées polaires. Avec z = rcosf,y = rsinf, on a
(z,y) € D SSL:7? < 2rcosf = 0 <r <2cosb; y >0 (ie sinf > 0) et cosd > 0= 6 € [0,5].
Donc (z,y) € D SSI (r,0) € A ={0 € [0,5],0 <r <2cosf}. On obtient alors

[|pa?ydady = [[\r?cos® 0 - rsind - rdrdd = [[, r* cos® §sin Odrdf

2 2cos 0 . z . z
= [,2 df fo €87 1 0082 @ sin Odr = % o2 cos’ 0 sin Odl = —%%COSSO‘O = %,

Exercice IV. (7 points) Soit D = {(x,y) € R? | 22 + (y — 1)? < 3, y > 2°}. Le bord orienté
I't de D est composé de deux parties que I'on note par T’ f la partie sur la courbe y = z2 et F;

la partie sur la courbe z2 + (y — 1)? = 3.
1. (a) Calculer les coordonnées cartésiennes des points d’intersection des deux courbes y = z2
et 22 + (y — 1)? = 3. Faire un dessin représentant D, Ff et F; (pour le dessin on pourra

utiliser les valeurs approchées : 2 ~ 1,4 et v/3 ~ 1,7).

(b) Caluler / /D (y — 1)dady.

2. Soit w = ydz + xydy une forme différentielle sur R2.

(a) Est-ce que w est fermée sur R? ? Justifier votre réponse.

(b) Calculer /+ w.

Iy

3. (a) Justifier une relation entre les trois intégrales / /
D

(y—l)dajdy,/ wet/ w.
rf ry

(b) En déduire/ w.

+
1—‘2
Corrigé.

1. (a) On résout le systeme de deux équations :

y=2’et2’+(y—-1)2=3cy=22cty+(y-1) 2 =3cy=22cety>?—y—-2=0
Sy=x2>0,et y=2o0uy=—1 (impossible) & 22 =2ecty=2 1 =+/2et y =2.
On obtient deux points d’intersection : (+v/2,2).



(b) D est simple par rapport a x, avec —V2<z< \/5, 22 < y <1+ +3—22. Donc
V3—22 2
fny—lda:dy—f f1+ —1)dy:%f_\(/i[3—a:2—(:r2—1)2]da:

_1 28
=12z + 1a® - 12° ‘ s B

2. (a) a%(my) =y # a—y(y) = 1, w n’est pas fermée sur R?.
(b) On paramétre I' : z € [-v/2,v2] — (z,2%). D’ott

A%

\/5(:1:2%—3:3:223:)(1 = [3a3 + 22° = 88,/2.

‘ V2 15

3. (a) D’aprés Green-Riemann, [r, w = [[p[Z(zy) — ( Ndzdy = [[,(y — 1)dzdy.
Or fF w—fFer—i—fFer donc [[H(y—1) dmdy—fp+w+fp+w

(b) On en déduit que fr;‘ w= [[ply—1)dxdy — frf w= 2-8v2=-82

frj“’:



