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K désigne un anneau commutatif.

1 Catégories et foncteurs

1.1 Catégories, types de morphismes, objets initiaux et
terminaux

Définition 1.1.1 Une catégorie C est la donnée d’une classe d’objets Ob(C) et,
pour tous A et B dans Ob(C), d’un ensemble de morphismes (aussi appelées
"fleches”) noté Home (A, B) telles que

1. Pourtous A ,B et C objets de C, il existe une fonction appelée composition

et notée o
Home(B,C) x Home(A,B) —  Home(A,C)
(9,f) — gof

Vérifiant la proprieté d’associativité suivante
ho(gof)=(hog)of
pour tous A, B, C, D dans Ob(C), et f € Home(A, B), g € Home(B,C),

h € Home(C, D).

2. Pour tout objet A dans Ob(C) il existe un morphisme 14 dans Home (A, A)
tel que pour tout objet B dans Ob(C) :

fola=[f e laog=yg
pour tous f € Home(A, B) et g € Home(B, A)

Exemples 1.1.2
1. La catégorie des ensembles, notée Ens, dont les objets sont les ensembles
et les morphismes sont les applications entre ensembles.
2. La catégorie des espaces topologiques, notée Top, dont les objets sont les
espaces topologiques et les morphismes les applications continues entre es-
paces topologiques.



3. La catégorie des groupes, notée Grp, dont les objets sont les groupes et
les morphismes sont les morphismes de groupes.

4. La catégorie des K-modules (ou des K-espaces vectoriels lorsque K est
un corps), notée K-mod , dont les objets sont les K-modules et les mor-
phismes sont les applications K-linéaires entre K-modules.

5. La catégorie des algébres associatives, notée K-Alg, dont les objets sont les
K-algébres associatives unitaires et les morphismes sont les morphismes
d’algébres associatives unitaires.

6. Et enfin Var, la catégorie dont les objets sont les varietés C* et les mor-
phismes sont les applications C*° entre deux varietés.

Définition 1.1.3 Soient C une catégorie, A et B deux objets de C. Un mor-
phisme f: A — B est dit
— épimorphisme si pour tout objet C € Ob(C) et pour tous morphismes g
et h dans Home(B,C')

gof=hof = g=h

i.e [ est simplifiable a droite.
- monomorphisme si pour tout objet C € Ob(C) et pour tous morphismes
g et h dans Home (B, C)

fog=foh = g=h
i.e f est simplifiable a gauche.

Exemples 1.1.4 Les monomorphismes de Ens sont les applications injectives
entre ensembles. Les épimorphismes correspondent quant d eux aux applications
surjectives.

Définition 1.1.5 Soient C une catégorie, A et B deux objets deC et f : A — B
un morphisme. Une fleche g : B — A est dite inverse a gauche ou rétraction
(resp. inverse & droite ou section) de f si elle vérifie go f = 14 (resp.
fog=1g). [ est dite inversible si il existe un morphisme g : B — A qui est d
la fois inverse a gauche et a droite de f. Dans ce cas g est unique et est appelé
Uinverse de f, noté f~1.

Un idempotent f : A — A est un morphisme vérifiant 2 := fo f = 14. Il
est scindé lorsque qu’il existe un objet B dans Ob(C), un morphisme g : A — B
et un morphisme h: B — A tels que f =hog etgoh=15.

Remarque 1.1.6 Un morphisme inversible a droite est un épimorphisme mais
la réciproque n'est pas toujours vraie (elle est vraie dans Ens mais pas dans
Grp). De méme, un morphisme inversible d gauche est toujours un monomor-
phisme.

Définition 1.1.7 Soient C une catégorie et A un objet de C. A est dit
— initial si pour tout objet B de C, Home(A, B) contient exactement une
seule fieche.
- terminal si pour tout objet B de C, Hom¢ (B, A) contient exactement une
seule fleche.



- nul si il est a la fois initial et terminal. A est alors est unique d iso-
morphisme prés. La fléche nulle entre entre deux objets B et C, notée

B O est l'unique composée B — A — C.

Exemples 1.1.8
— Dans la catégorie Ens, 'ensemble réduit & un point {x} est terminal.
— Dans la catégorie Grp, le groupe & un élément {1} est un objet nul.

1.2 Foncteurs

Définition 1.2.1 Soient C et D deux catégories. Un foncteur covariant F
de C dans D, noté F : C — D, est la donnée
— d’un objet F(A) dans Ob(D) pour tout objet A dans Ob(C),
— et pour toute paire (A, B) d’objets de C, d’une application F : Home¢(A, B) —
Homp(A, B) telle que, pour tout objet C de C :

Flgof)=F(g) o F(f) V(f,9) € Home(A, B) x Home(B,C) ()

Un foncteur contravariant F de C dans D, noté F : C — D, est la donnée
— d’un objet F(A) dans Ob(D) pour tout objet A dans Ob(C),
— et pour toute paire (A, B) d’objets de C, d’une application F : Home¢(A, B) —
Homp (B, A) telle que, pour tout objet C' de C :

Flgof)=F(f)eFlg) V(f,g) € Home(A, B) x Home(B,C)  (x bis)

Exemples 1.2.2

1. On définit le foncteur contravariant C*°(—,R) : Var — Alg tel que
— Pour toute varieté M, C°(M,R) est lalgébre des fonctions de classe
C*>® de M a valeurs dans R,
- St M et N sont deux varietés, et f : M — N un morphisme, le mor-
phisme d’algébres C*°(f) : C*°(N,R) — C*®(M,R) est défini par

C=(f)(h) :==hof

2. Le foncteur covariant P : Ens — Ens peut étre défini en posant :
- P(V):={U C V} pour tout objet V dans Ob(Ens),
- Si f: U —V est une application d’un ensemble U vers un ensemble V,

P(f): P(U) — P(V) est Uapplication définie par
P(HU"):=fU)CV YU ePU)

Définition 1.2.3 Soient C une catégorie avec objet nul O, A et B deux objets
de C, et f: A— B un morphisme. Un noyau de f est une paire (N,i), oo N
est un objet et i : N — A est un morphisme, telle que le diagramme suivant
commaute :

N—>

N

B



c’est a dire foi =0: N — B, et telle que pour tout autre paire (N',i") vérifiant
foi =0:N' — B, il existe une unique fleche h : N' — N qui factorise i’ en
i' =1io0h, ce qui peut s’écrire sous la forme du diagramme commutatif :

Deux noyaux d’un méme morphisme sont canoniquement isomorphes c’est a dire
que si (N,i) et (N',4") sont deux noyauz de f, il existe un unique isomorphisme
j: N — N’ tel que i =1 oj.

Un conoyau de f est une paire (N*,i*), ou N* est un objet de C eti* : B —
N* est un morphisme, telle que i* o f = 0: A — N* et vérifiant la proprieté
sutvante : Si (N, eti"™) est une autre paire vérifiant i"”* o f = 0: A — N'*,
alors il existe une unique fleche h* : N* — N'* telle que h* oi* =1i'* i.e

A——B =

-/
i

0 5
\
N'*

commute. Deux conoyaux de f sont canoniquement isomorphes.

Proposition 1.2.4 Soient C une catégorie avec objet nul noté O, A et B deux
objets de C, et f : A — B un morphisme de Home(A, B). Tout noyau de f est
un monomorphisme.

Preuve :
Soit (IV,4) un tel noyau. Considérons un objet C' dans Ob(C) et un morphisme
p:C— Ntelqueiop=0:C— N :

RTS,

N—>A—>B

Comme fo0=0:C — B la fleche nulle 0 : C' — A se factorise par un unique
morphisme u : C — N tel que 0 =iou:C — A. Or u = p et u = 0 sont deux
choix possibles qui conviennent donc sont égaux par unicité de u. D’ou p = 0 ce
qui prouve que i : N — A est un monomorphisme.

O

Exemples 1.2.5



— Dans la catégorie Grp, tout morphisme de groupes f : A — B admet un
noyau (N,i), avec N :={a € A/ f(a) = eg} ot ep est I"élément neutre
de B eti: N — A est linclusion du sous-groupe N dans A. Le conoyau
de f est le groupe quotient N* := B/ < fmf >, ou Imf :={f(a)/a € A}
et < Imf > est le sous-groupe normal de B engendré par Imf, muni de
la projection p: B — N*.

De méme, on définit la notion d’image et de coimage :

Définition 1.2.6 Soient C une catégorie avec objet nul O, A et B deux objets
de C, et f: A — B un morphisme. Si il existe une suite

i P p*

N A I B—EXN* (D)

telle que (N, 1) est un noyau de f, (N*,i*) est un conoyau de f, (I,p) est un
noyau de i*, (I,p*) est un conoyau de i et f = p*op, alors (I,p) est une image
de f et (I,p*) est une coimage de f.

Si elle existe, une telle suite est unique d isomorphisme prés.

Ceci nous mene a la définition de suite exacte de la facon suivante : Soient C
une catégorie avec objet nul O pour laquelle tout morphisme a une décomposition
de type (D) (i.e un noyau, une image, une coimage et un conoyau). Soient A,
B et C trois objets de C, et f: A — B, g: B — C deux morphismes tels que
gof=0:A— C. Soient (N,i) un noyau de g, (N’,i") un noyau de f, et (I,p)
une image de f. Par proprieté universelle des noyaux, vu que go f = 0, il existe
une unique fleche f: A — N telle queiof=f: A— B :

e

/
Ni/ f 9

C

Ainsi -
iofoi' =foi =0
donc f o4’ (car i est un monomorphisme d’aprés la proposition 1.2.4). Comme

(I,p) un conoyau de 7, il existe donc un unique morphisme f : I — N tel que

f se factorise en -
f=fop:A—= N

Ce qui nous conduit a la définition suivante :
Définition 1.2.7 La suite de morphismes
A——-=B-—">B

est dite exacte lorsque l'unique morphisme f défini précédemment est un iso-
morphisme.
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Cette proprieté ne dépend pas du choiz des noyaux (N,1) et (N',i'), ni du choix
de limage (1,p).

Proposition 1.2.8 Soit C une catégorie dont tous les morphismes ont une
(co)image et un (co)noyau. Soit f : A — B un morphisme entre deux objets
A et B deC. Alors

— f est un monomorphisme si et seulement si la suite

0—2-a-Ttop

est exacte.
— f est un épimorphisme si et seulement si la suite

A1y

est exacte.

2 Catégories monoidales symétriques

Dans tout ce paragraphe, C est une catégorie avec objet nul, dont tous les
morphismes ont un (co)noyaux et une (co)image.

2.1 Catégories monoidales

Définition 2.1.1 La catégorie C X C est la catégorie dont les objets sont les
paires (A, B) d’objets de C et les les morphismes sont les paires (f,g) de mor-
phismes de C, i.e pour tous toutes paires (A, B) et (C,D) d’objets de C

Homexc((A, B), (C,D)) := Home(A, C) x Home(B, D)
ot le produit X du membre de droite est le produit cartésien ensembliste usuel.

Les catégories (C x C) x C et C x (C x C) seront identifiée & la catégorie
C x C x C dont les objets (resp. morphismes) sont les triplets d’objets (resp. de
morphismes) de C.

Définition 2.1.2 La catégorie C est dite monoidale si elle est munie
— d’un foncteur F : C x C — C tel que le diagramme de foncteurs suivant
commute

cxcxcscexce

i]x}' l]—'
cxc—7>
a isomorphisme naturel prés c’est & dire si pour tout triplet (A, B, C) d’ob-
jets C il existe un isomorphisme o4, g,cy : F(F(A, B),C) — F(A, F(B,C))
tel que pour tout morphisme (f,g,h) de (A, B,C) dans un autre triplet
d’objets (U, V,W), le diagramme suivant commute

X(A,B,C)
—_—

F(F(A,B),C) F(A, F(B,C))
f(F(f,g)»h)l lf(f,f(shh))

FFU V), WYY r, 7 (v, W) (+)



On demande également la commutativité du diagramme suivant pour tout
quadruplet (A, B,C, D) d’objets de C :

F(A, F(F(B,C),D))
F(A,F(B,F(C,D))) F(F(A, F(B,C)),D)
O‘(AyBJ(CyDD\L i}-(a(A‘B‘C)-,lD)

F(F(A, B), F(C, D)) F(F(F(A,B),C),D)

*(F(A,B),C,D)

— d’un objet unité K dans Ob(C) et d’un isomorphisme naturel B (resp. v)
entre F(K,—) (resp. F(—, K)) et Idc c’est a dire la donnée d’un isomor-
phisme Ba : F(K,A) — A (resp. va : F(A,K) — A) pour tout objet de
C tel que pour tout morphisme f : A — B entre deux objets de C, les
diagrammes suivants commutent :

e e

A—"4 F(K, A) el A—4 FAK)

lf \L]‘-(lK’f) lf l]—-(falK)
85" 5

B—"% F(K,B) B—% F(B, K)

Les isomorphismes B et v doivent également vérifier les relations de com-
patibilité correspondant a la commutation du diagramme suivant :

F(A, F(K, B) 2 F(F(A, K), B)
F(lAﬁB)l \L}—(’MJB)

et a ’égalité

ﬂK:’yK:]:(K,K)*)K

Lorsque a, B ety sont des identités, la catégorie est appelée monoidale stricte.
Dans ce cas, les objets F(F(A, B),C) et F(A, F(B,C)) pour tout triplet (A, B,C)
d’objets de C.

Exemples 2.1.3

1. La catégorie des ensembles pointés, munie du produit cartésien avec pour
objet unité l’ensemble pointé a un élément.

2. La catégorie K-mod munie du produit tensoriel sur K et ayant pour objet
unité l'anneau K :
Supposons que K est un corps pour simplifier les choses. Rappelons la
définition du produit tensoriel de deuxr K-espaces vectoriels A et B. Com-
mengons par former L(A, B), le K-espace vectoriel libre engendré par
A x B (il a pour base la famille des couples (a,b) avec a € A et b € B).
Considérons maintenant R(A, B), le sous-espace vectoriel de L(A, B) en-
gendré par les élements d’une des trois formes

()



- (a, b+ V") = (a,b) — (a,b') avec a dans A , b et b dans B,

- (a+d,b)— (a,b) — (a’,b) avec a, a’ dans A, et b dans B,

- (ka,b) — (a, kb) avec a dans A, b dans B, et k dans K

Le produit tensoriel de A par B au dessus de K, noté A®g B (ou A® B
quand il n’y a pas d’ambiguité), est l'espace vectoriel quotient

A®B:=L(A,B)/R(4,B)

Pour tout a dans A et b dans B, la classe d’équivalence du couple (a,b)
dans A® B sera notée a®b. 1l est facile de vérifier que si {a;};cr est une
base de A et {b;}jcs est une base de B, alors {a; ® b} jyerxs est une
base de A® B. De plus, A® B peut étre caractérisé, a isomorphisme pres,
par la proprieté universelle suivante :

Proposition 2.1.4 Pour tout K-espace vectoriel C et pour toute appli-
cation bilinéaire f : A x B — C, il existe une application linéaire f :
A® B — C qui factorise f, i.e telle que le diagramme suivant commute :

A®B

NS

AxB—>f C

ot i: Ax B — A® B est lapplication bilinéaire canonique définie par
i(a,b) := a ® b pour tous a dans A et b dans B.

Pour tous K-espaces vectoriels A ,B, posons F(A,B) .= A® B. Si C
est un troisiéme espace vectoriel, lapplication aa pcy: A® (B®C) —
(A® B) ® C définie par

aaBe)(a®(b®c)):=(a®b)®@c VY(a,bc)e AxBxC

est clairement un isomorphisme naturel vérifiant les conditions (x) et (%)
de la définition précédente. Remarquons que K est un bon candidat au rdle
d’objet unité : les isomorphismes Ba et va définis par

Balk®a) :=ka=:v(a®k) V(ka)ceKxA

vérifient bien les conditions demandées dans le deuxieme point de la définition.
Ainsi, Kvect munie de F := ® et des isomorphismes naturels «, 5 et ~y
ainsi définis est une catégorie monoidale.

2.2 Catégories monoidales symmétriques

Dans ce paragraphe, la catégorie C est supposée monoidale, le foncteur F :
C x C — C sera noté O : (4, B) — AOB. K désignera l'objet unité de C. On
conservera les notation de la définition 2.1.2 en ce qui concerne les isomorphismes
«, B et . L’objectif de ce paragraphe est de définir les notions d’objet de type
algebre de Hopf dans une catégorie monoidale symmétrique.



Définition 2.2.1 La catégorie monoidale C est dite tressée lorsqu’elle est mu-
nie d’un isomorphisme naturel T : F — Fot, out : C x C est le fonc-
teur défini par t(A,B) = (B, A) pour toute paire (A, B) d’objets de C. Un
tel T est la donnée, pour chaque paire (A, B) d’objets de C, d’un ismorphisme
T(a,B) : AOB — BOA tel que pour toute autre paire d’objets (C, D) et pour tout
morphisme (f,g) : (A, B) — (C, D), le diagramme suivant commute :

T(A

AOB 22 BOa

if‘:lg ig‘:lf

cOD —— DOC

T(C,D)

L’isomorphisme T doit vérifier des conditions de compatibilité avec la structure
monoidale existante, qui reviennent a demander que les trois diagrammes sui-
vants commutent pour tout triplet (A, B,C) d’objets de C :

T(AK)

ADK 25 k0A
mi lm
A———2
et
(ADB)OC —— CO(ACIB) AD(BOC) ——> (BOC)OA
S | |-
AD(BOC) (COA)OB (AOB)OC BO(CDIA)
luuf iTmB lﬂc llBDT
AD(COB) —% > (ADC)OB (BOA)OC -2~ BO(ACC)

La catégorie monoidale tressée C est dite symmétrique lorsque T(;{B) =T(B,A):
BUOA — AOB pour toute paire (A, B) d’objets de C.

Définition 2.2.2 Un objet A de C est dit de type algébre associative (ou
plus simplement est une algébre associative) dans C si il est muni de deux
morphismes p : ADA — A et n : K — A tels que les diagrammes suivants
commutent :

(ADA)OA
P
AO(ADA) ACA
1AD/L\L \LU’
ADA - A
et
[} O
KOA M A0A <27 A0k
\ i”/
B Y
A



Un objet C de C est dit de type cogébre coassociative (ou plus simplement
est une cogébre) dans C si il est muni de deux morphismes § : C — COC et
e:C = K tels que les diagrammes suivants commutent :

c—2 coc —F’cocoo)
T
coc Falp (coc)ac
et
8‘:’10 lc‘:’a‘
KOC coc COK

Maintenant, C est supposée munie d'un tressage T qui en fait une catégorie
monoidale symmétrique.

Définition 2.2.3 Une algébre de Hopf dans C est un objet H de C muni de
cing morphismes p: HOH — H,n: K - H,d: H - HOH,e: H —» K et
A: H — H tels que (H, i, m) est une algébre associative, (H,d, ) est une cogébre
coassociative, \2 = 1¢, et les deuz diagrammes suivants sont commutatifs :

-1

coe —Eeno)neoe) —- co((cac)adf IR en(coc)ne) -2~ (coc)nenc)

C cac

et
Cx 22 coc ——= coc

S ¢

c c
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