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On se donne un anneau de base K, commutatif et unitaire

K — Alg := catégorie des K-algebres (non nécéssairement unitaires)
K — uAlg := catégorie des K-algebres unitaires

K — Mod, := catégorie des K-modules gradués

1 Le probleme d’excision

L’homologie de Hochschild est un foncteur

HH, : K- Alg — K- Mod,
I — HH.(I)

Etant donnés une K-algebre A et un idéal bilatere I de A, il est possible de définir les K-modules gradués
d’homologie de Hochschild relatifs HH, (A, I) qui s’insérent dans une suite exacte longue

-~ — HH,(A,I) - HH,(A) - HH,(A/I) - HH,,_1(A,I) — - --

Afin de décrire le probléme d’excision, rappelons les définitions de HH,(I) et HH.(A,I).
Le foncteur HH, est obtenu en prolongeant le foncteur HH, bien connu sur les algebres unitaires :

Définition 1.0.1. L’homologie de Hochschild d’une algébre unitaire A est donnée par
HH"(A) := H,(CH,(A),d")

ou
CH,(A; M) := M ® A®"

et
n—1

dA(m®a;®---@ay) == ma; @ay®- ~~an+2(71)zm®a1®o C®0iai+ Q- Qan+(—1)"a,mRa1 @ Qan_1
i=1

L’homologie de Hochschild d’une algébre non unitaire I est donnée par
HH, (I) := coker(HH}(K) — HH!(I.))
ou Iy est lalgébre unitaire dont le K-module sous-jacent est K @ I et la multiplication est donnée par
(k,i)(K',3") = (kK ki + K'i + i7)

Remarque 1.0.2. Le complexze de Hochschild CH,(I) est bien défini méme quand I n’est pas unitaire. Il permet
donc de définir une théorie d’homologie naive de source K — uAlg notée HHMve,



Lorsque lalgébre I est unitaire d’unité 1y, Uapplication

KxI — I,
(k,i) — (kk1r+14)

est un isomorphisme d’algébres unitaires. Comme [’homologie de Hochschild unitaire commute au produits
HH,(I) = coker(HHf(K) — HH}(K) ® HH;‘(I)) =~ HH}(I)

On voit que HH, est bien un prolongement de HH i.e.

HH®
K —uAlg —= K — Mod,
|
K — Alg
commute.

Afin de définir ’homologie de Hochschild relative d’une paire (A, I), il est utile de faire apparaitre celle-ci
comme provenant d’un complexe de chaines :

Proposition 1.0.3. Soit I une K-algébre (non nécessairement unitaire). L’homologie de Hochschild de I est
isomorphe d [’homologie du complexe normalisé réduit CT¢ (1) défini par

C7°U(1) = coker((K, 0) — (I, ® I%%,d"))

ot K est vu comme complexe concentré en degré 0 et (I @ I9*,d™) est le compleve de Hochschild normalisé
de I+.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que ’homologie de CT¢(1, ) coincide avec HH,(I) en degrés 0 et 1. O

Définition 1.0.4. Soit I un idéal bilatére d’une K-algébre A (non nécéssairement unitaire). L’homologie de
Hochschild relative de la paire (A, I) est donnée par

HHL(A,T) i= H.(ker(CI°(AL) — CT((A/1),))
Elle s’insére donc dans une suite exacte longue
--~— HH,(A,I) - HH,(A) —» HH,(A/I) - HH,,_1(A,I) — ---
Définition 1.0.5. Une K-algébre I est dite excisive en homologie de Hochschild lorsque le morphisme canon-

ique
HH,(I) — HH.(A,I)

est un isomorphisme pour toute algébre (non nécessairement unitaire) A contenant I comme idéal bilatére et
telle que la projection A — A/ soit scindée.

2 Le théoréme de Wodzicki

Définition 2.0.6.
~ Le complexe bar d'une algébre I est le K-module gradué C**"(I) défini par

cbar(1) .= I®"*1 vpeN

muni de la différentielle d**" définie par

n—1
A" (g ® -+ @ ) 1= Z(—l)iwo Q- DTiTit1 QTiq2 @ - @ Ty
i=0
pour tous g, ..., T, dans I. Son homologie est notée H2" (I).



~ Une algebre I est dite H-unitaire lorsque pour tout K-module V, le complexe bar Co"(I;V) := (V &
Ctar(I),1dy ® dbe") est evact.

Le but de cet exposé est de démontrer une implication théoréme suivant, qui donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu'une algebre soit excisive en homologie de Hochschild et en homologie cyclique :

Théoréme 2.0.7. [ Wodzicki, [Wod89], voir aussi [Lod97] ]| Soit I une K-algébre non nécessairement unitaire.
Les conditions suivantes sont équivalentes

i) I est excisive en homologie de Hochschild,
i) I est H-unitaire,

iti) 1 est excisive en homologie cyclique.

Avant de démontrer que i) implique ¢), rappelons les définitions des homologies relatives naives et bar
associées a une paire :

Définition 2.0.8. Soit A une K-algébre non nécessairement unitaire et I un idéal bilatére de A.
— L’homologie de Hochschild naive relative HH*V¢(A,I) est ’homologie du complexe

CH,(A,I) := ker(CH,(A) — CH.(A/I))
~ L’homologie bar relative H* (A, I) est I’homologie du complere
CY" (A, I) := ker(C2* (A) — C*"(A/I))

De méme que précédemment, ces deux homologies s’insérent chacune dans une suite exacte longue d’homologie
bar et d’homologie naive. Il existe également des morphismes canoniques

HH:Laive(I) —~ H faive(A’I)

et
HY" (1) — HX"(A, )

et I sera dite excisive en homologie naive/bar lorsque le morphisme canonique correspondant est bijectif pour
toute algébre A contenant I comme idéal bilatére telle que la projection A — A/I est K-scindée.

Nous aurons besoin de deux lemmes concernant I’excision en homologies bar et de Hochschild naive.
Lemme 2.0.9. Soit I une K-algébre H-unitaire. Alors I est excisive en homologie bar

Démonstration. Considérons une algebre A telle que A — A/I est K-scindée. Il s’agit de montrer que H%*" (A, I)
est nulle. Introduisons la filtration (F,C%7(A,I)),>0 de Ct%" (A, I) définie par

FpC’i"”(A,I)n :=K — submod < a¢p ® - - - ® a,, / au moins n — p a; sont dans I >
:CZGT(A,I) N Z A®m1 ® 90 ® A®n2 ® 19492 ® - ® A®m ® T2 ® A®ni

no+--+ni41=p
>1
q1+--+q=n—p

ol la somme parcourt tous les [ + 1-uplets d’entiers de somme p tels que n; > 0, nj+1 > 0, et les autres n; sont
strictement positifs (ces [ + 1-uplets correspondent aux choix possibles des éléments qui sont dans I C A) et
tous les l-uplets .

Cette filtration donne lieu & une suite spectrale dont la premieére page est

qu = F,C2 (A, Dpig | Fp1C (A Dpig

Comme A — A/I est K-scindée, A se décompose comme K-module sous la forme A = A ¢ A/I. Soit n =
(n1,-+- ,ni+1) un  + l-uplet tel que précédemment. Notons Y, (n) le complexe

Yi(0) = (A/D)*Plugr —pl @ C"(I)[ma] @ - @ C2 (1) ]

On dispose d’un isomorphisme (au moins en degré * > 1) canonique de K-modules gradués

¢:ES*%@Y*(Q)
n



qui envoie la classe [X] de
Xi=a1® ®ap, 11O Qlg, Qln,41Q Qi 4ny @@+ Qlgy 4 gattq141 D+ Qg Q41 @+ Ay

modulo F,_1C%" (A, I)piqy+tq SUT

(a1 ®"'®dp) ® (il ®"'®iq1) Q- ® (iq1+qz+--<+q171+1 ®"'®iqz) € Y*(nla"' 7nl+1)

ol a; désigne la classe de a; modulo /. L’isomorphisme réciproque ¢! est construit grace a la section 4/1 — A
de A — A/I. Montrons que ¢ commute aux différentielles : Dans d**"(X), tous les termes qui impliquent le
produit d’un a; par un a;4; donnent un tenseur de longueur p+gq; + - - -+ ¢ — 1 contenant ¢; + - - - + ¢; facteurs
dans I donc sont nuls modulo F,_1C" (A, I)pyg 4+ +q—-1- 1l en est de méme pour les termes impliquant le
produit d’un a; par un i,. Ainsi, I'image par ¢ de la classe de d*"(X) est la somme de tous les termes de la
forme

(0 @ @) ® (i1 ® -+ @ lgiat1 ®igy) D @ (igy4gpttq i1 ® ®lg) € Yalma, - ,mypa)

ou s prend toutes les valeurs possibles entre 1 et ¢ — 1, entre ¢1 + 1 et g1 + g2 — 1 etc ... C’est exactement
I'image de ¢([X]) par la différentielle de Y (nq, - ,ni41).

¢ est donc un isomorphisme de complexes de chaines (au moins en degré strictement positif). Or, I est
H-unitaire donc chaque Yi(n) est acyclique ce qui prouve que E;q = 0 (au moins en degré ¢ > 0) et donc que
I’aboutissement de la suite spectrale est nul, i.e. H" (A, I) = 0. O

Le méme type d’arguments permet de démontrer 'analogue du lemme 2.0.9 pour I’homologie naive :
Lemme 2.0.10. Si I est H-unitaire, alors I est excisive pour I’homologie de Hochschild naive.
Démonstration. Admise. 0

La proposition suivante permet de réinterpréter I’homologie de Hochschild en terme de complexe total associé
au bicomplexe cyclique tronqué en la liant aux homologies bar et naive :

Proposition 2.0.11. Soit I une K-algébre non nécessairement unitaire. Le complexe réduit C™** (1) s’identifie

au complexe total du bicompleze cyclique tronqué CC’if}(I) susvant

CCif}(I) = I®3<EI®3

dH dbar

R2 < T®2
1 Id—t 1

dH dbav‘

1 Id—t I

ou t est lopérateur cyclique qui envoie i1 ® -+ - iy, Sur (—1)"‘12'” R lp_1
Démonstration. Pour n > 0, décomposons C7¢(I,) en utilisant I’isomorphisme de K-modules I, = 1 ® K :
Cred(Iy) =1, @ I®" = [T @ [®n

ot le terme I®™ est & comprendre comme K ® I®". Si I'on suit I'image par la différentielle (normalisée) d* d'un
tenseur (lig) ® i1 ® - - - ® i,, dans cette décomposition, il vient ( 1 est I'unité de K) :

A (i +1)®i1 Q@ ®ip) =dT(ip @ Qin) +11 Ry ® - @ ip
n—1
D (DRI @ @ikl 1 @ D+ (—1)in @1 @+ B iy
k=1
=d"(ip®  ®ip) —1@d""((1®  ®ip) + 10 (Id—1)(i1 @ @ iy)



Ainsi, la matrice de d¥ relativement & la décomposition est
da? (1-1t)
0 _dbar

Le complexe réduit C7¢¢(I) apparait donc comme complexe total du bicomplexe oot (I). O

Remarque 2.0.12. La premiére colonne de CC,EE}(I) est CH.(I) et la seconde est C2"(I), ce qui donne lieu
a une suite exacte courte de complexes

0 — CH,(I) — Tot,.CC{2}H(I) — Ct* (I)[~1] — 0
induisant une suite exacte longue en homologie
<o — HHM"e(T) — HH,(I) — H* (1) — HH!MY(I) — - - (1)

Démonstration du théoréme 2.0.7. Nous ne montrons que 'implication i) = 7).

Soit I une K-algebre (non nécessairement unitaire) et A une algébre contenant I comme idéal bilatére,
telle que A — A/I soit scindée. Commengons par établir analogue relatif de la suite exacte longue (1). La
proposition 2.0.11 montre que le sous-bicomplexe

cci2N (A, 1) = ker(cC{Z (A) — cci2 A/ 1)
a pour homologie totale HH, (A, I) et s’insére dans le diagramme commutatif & lignes et colonnes exactes

0 0

00— CH,(A,]) ——— > CH,(A) —— > CH,(A/I) ——0

0 — Tot,CCLZ (A, T) — Tot, CCLH (4) — Tot, CCLZ (A/T) — 0

Crr(A,T) Cr(A) CLr(A/D) 0

0 0
dont on déduit (lemme des cing pour les suites exactes courtes) la suite exacte courte relative recherchée
0 — CH,(A,I) = CT° A, I) — C*" (A, I) = 0

Nous disposons donc d’un morphisme de suites exactes courtes

0 —— CH,(I) —— Tot,CCI2 (1) CYr(l) —=0

| | |

0 — CH.(A,I) — Tot,CC2H (A, 1) — CP*" (A, I) —=0

induisant un morphisme de suite exactes longues

e HHR (1) HH, (1) ——> HY, () HE (1) —— -

| | | |

oo —— HH™"¢(A, 1) — HH,, (A, 1) — H2", (A, ) — HHI (A T) — -+

Si I est H-unitaire, les lemmes 2.0.9 et 2.0.10 impliquent que HH,(I) = HH,.(A,I). O



Remarque 2.0.13. L’excisivité en ’homologie cyclique d’une algébre H-unitaire I, c’est a dire i) = iii) dans
le théoréme 2.0.7, se déduit de ii) = 1) via la suite exacte longue de Connes

-+ — HH,(I) - HC,(I) — HC,,_2(I) - HH,,_1(I) — - -+

et sa version relative.

3 Un résultat sur ’homologie des algebres de matrices

Définition 3.0.14. Soit A une K-algébre. Un A-module & gauche M est dit H-unitaire lorsque A-est H-
unitaire et lorsque pour tout K-module V, le complexe bar tordu (C**" (A, M;V),d*" @ Idy) défini par

CPm (A, M;V) :=RA°" 1o MoV

et
n—2
dbar(m Qa1 ®an—1) = (-1)"a1 ®a2® - ® ap_1m + Z(—1)3+1a1 Q- R®ajaj41 Q- Qap—1OM
j=1

est exact.

Il est bien siir possible de définir de maniere analogue la notion de H-unitarité pour un module & droite. Les
modules H-unitaires se comportent bien lors de la prise d’extension :

Lemme 3.0.15. Si A est une algebre H-unitaire et M est un A-bimodule H-unitaire a gauche ou a droite.
Alors le produit semi-direct A x M, dont K-module sous-jacent est A® M et le produit est donné par

(a,m)(a’,m’) := (ad',am’ + ma’)
est une algebre H-unitaire.

Démonstration. Soit V un K-module et supposons que M est H-unitaire comme A-module & gauche. Il s’agit de
démontrer que le complexe bar C?%" (A x M; V) est exact. L’argument allant étre détaillé dans la démonstration
de 3.0.16, nous ne détaillons pas les identifications : le complexe C?*" (A x M;V) se décompose en

Clr(Ax M;V) = P B.(I)
>0

ol B,(l) est engendré par les tenseurs ayant exactement ! composantes dans M (et les autres dans A). B, (1)
peut-étre muni d’une filtration (F,B. (1)), en déclarant que F),B,(l) est engendré par les tenseurs de B, (!) dont
les | composantes appartenant & M se situent dans les [ + p derniéres positions possibles. La page E°(l) de la
suite spectrale associée est donnée par

By, (1) 2 CY(A, M;K) @ Byyi—1(l = 1)[1 - 1]

ce qui montre que chacune de ses lignes est exacte et, par conséquent, que I’aboutissement de la suite spectrale
est nul. O

Le résutat suivant, di & Wodzicki, sera utile dans I’étude de I’excision en K-théorie algébrique :

Théoréme 3.0.16. [ Wodzicki, [Wod89] | Soient A et B deux algébres, M un A-B-bimodule, et notons T
lalgébre des matrices triangulaires de la forme

avec a dans A, b dans B et m dans M.

i) Si M est H-unitaire comme A-module ¢ gauche ou comme B-module d droite, alors le morphsime canon-
ique scindé T — A & B induit des isomorphismes

HH,(T) = HH,(A) & HH,(B)

et
HC,.(T) = HC.(A) @ HC.(B)



i1) Si de plus A et B sont H-unitaires, alors T est H-unitaire.

Démonstration. Montrons le point ) pour ’homologie de Hochschild dans le cas ot M est H-unitaire comme
A-module & gauche. La projection (scindée comme morphisme d’algebres) T'— B a pour noyau l'idéal R de T
constitué des matrices de la forme
a m
(55)

avec a dans A, et m dans M. Ainsi, la suite exacte courte scindée d’algebres
0—-R—-T—-B—=0
induit une suite exacte longue en homologie de Hochschild
--+— HH,(T,R) — HH,(T) —» HH,(B) - HH,_1(T,R) — - -
dont les connectants sont nuls, et donc une suite exacte courte scindée de K-modules gradués
0— HH.(T,R) —» HH.(T) — HH.(B) = 0

Il est clair que R s’identifie au produit semi-direct A x M (ou la structure de A-module & droite sur M est
triviale i.e. ma = 0) qui est H-unitaire par le lemme 3.0.15. donc par le théoréme 2.0.7 HH.(R,T) = HH.(R),
ce qui montre que HH,(T) se décompose sous la forme

HH,(T) =~ HH,(R) ® HH,(B)

Montrons que l'inclusion canonique de A dans R = A x M induit un isomorphisme en homologie de Hochschild.
Les deux algebres étant H-unitaires, leur homologie de Hochschild est égale a leur homologie de Hochschild naive
et peut donc se calculer a l’aide du complexe usuel CH,(—). Le complexe de Hochschild de R se décompose en

la somme directe
o0

CH.(R) = CH.(A) & P C.(1)

=1

ot chaque C, (1) est le sous-complexe de CH,(R) engendré en degré n par les tenseurs de la forme ro®r1 ®- - - @7y,
tels qu’exactement ! des r; soient dans M C A x M et les autres dans A. Comme l'inclusion canonique A — R
correspond a 'inclusion dauns le facteur CH,(A) de cette décomposition, il suffit de montrer que pour tout [ > 1,
C\ (1) est exact.

Fixons un [ > 1 et munissons C,(l) de la filtration (F,C4(1)),>0 définie par

F,Ci(l)ptq =K —submod <ryg® -+ - @1prq /1 €A J<qg—1>

Explication : p = 0 correspond aux tenseurs dont les [ facteurs r; qui sont dans M sont exactement les
I derniers, p = 1 correspond a ceux ot ces mémes 7; apparaissent dans les [ + 1 dernieres positions, etc...
Clairement, F,,_;C\ (1), = Cy,(I) ce qui montre que la filtration est exhaustive.

La suite spectrale associée & cette filtration a pour O-ieme page E?, dont la p-iéme ligne ES . se décompose
sous la forme .

ED = FpCo()syp/Fpa1Ci(D)upp = CL (A, M;K) @ T(p,1 — 1)[I — 2]

ot T(i, j) est la composante homogene de bilongueur (i, j) dans (A@® M)®(+3) (; facteurs dans A et j dans M).
L’isomorphisme % envoie la classe du tenseur

a0®"'aq—l®rq—l+l®Tq—l+2®"'®rp+q

dans qu sur
(a0 @+ ® ag—1 @Tq—151) ® (rg—142) @ - @ Tpiq

ou (a,m) = m désigne la classe de (a,m) € A x M = R modulo le sous-K-module A.
Dans la différentielle de Eg*, les termes faisant intervenir un produit r;7;41 sont nuls car la position des !
éléments de M se trouve dans le p—1-+1 derniers facteurs. Le terme “cyclique” qui commence par 7,400 est nul
car soit rp14 est dans M et r,44a0 = 0, soit il ne 'est pas ce qui signifie que les [ éléments se trouvant dans M

se trouvaient entre les positions ¢g—1+1 et p+q— 1 donc dans les [+ p—1 derniers facteurs de ce terme cyclique.



Ceci démontre que l’isomorphisme 1 est bien un isomorphisme de complexes de chaines. Or M est supposé
H-unitaire comme A-module a gauche donc C**" (A, M;K) @ T'(p,1 — 1)[l — 2] = C*" (A, M;T(p,1 — 1))[l — 2]
est exact, ce qui montre que chaque ligne de la premiere page Eg . est exacte. Ainsi, la premiére page E!, de
la suite spectrale est nulle et par suite, 'aboutissement est également nul donc chaque Ci (1) est exact.

Le cas de ’homologie cyclique se déduit de la suite exacte longue de Connes, puisque cette derniere est
fonctorielle.

Le point 47) est admis. O

Donnons pour terminer quelques précisions sur 'utilisation du théoréme précédent faite par A. Suslin et M.
Wodzicki dans [SW92] afin de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.0.17. [ Suslin Wodzicki, [SW92] | Soit I une Q-algébre non nécessairement unitaire. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes

i) I est excisive en K-théorie algébrique

1) I est H-unitaire.

L’implication #¢) = i) est démontrée dans [Wod89]. C’est 'autre implication qui est étudiée dans [SW92].
Comme nous l'a expliqué Aurélien dans son second exposé, les auteurs commencent par reformuler la condition
d’excisivité ¢) en termes d’homolgie de groupes : la Q-algeébre I est excisive en K-théorie algébrique si et
seulement si le morphisme d’inclusion -

GL(I) — GL(I) (2)

induit un isomorphime en homologie de groupes. Rappelons que la notation E’f(I ) désigne le produi semi-direct
de GL(I) par le module des matrices colonnes infinies presques nulles M 1([).

Ensuite, la théorie de Malcev et les constructions de Volodin pour les groupes et les algébres de Lie permettent
de montrer que (2) induit un isomorphisme en homologie si et seulement si I'inclusion analogue pour les algébres
de Lie de matrices

gl(I) — gl(I) 3)

induit un isomorphisme en homologie, avec gl(I) := gl(I) x My 1.
La derniére étape consiste & montrer que si I est H-unitaire, alors (3) induit bien un isomorphisme en
homologie. Pour ce faire, les auteurs introduisent une Q-algebre intermédiaire I; formée des matrices de la

forme
a b
0 0

avec a et b dans I. Grace au théoreme 3.0.16 appliqué au cas ou B = 0, A = M = I, I; est H-unitaire et a
méme homologie cyclique que I (a priori, il suffit d’utiliser la proposition 3.0.15 pour en déduire que I est
H-unitaire). La version H-unitaire du théoréme de Loday-Quillen-Tsygan démontrée par Hanlon dans [Han88]
permet d’écrire

H,(g9l(I)) = AHC,(I)[1]) @ AHC.(I1)[1] = H.(gi(11))

L’isomorphisme entre les termes extrémaux est bien stir induit par I'inclusion canonique I — I; donnée par

at— a 0
0 0
Or lalgebre gl(I;) s’identifie au produit semi-direct gi(I) x M(I), ot M(I) := @j>1 Mo 1 est la somme directe

dénombrable de copies de My, 1(I), et 'inclusion de gl(I) dans gl([;) s’écrit comme composée d’inclusions
d’algebres de Lie dont la seconde (inclusion dans le premier facteur) est scindée :

gl(I) = gl(I) — gl(Iy)

D’ou ~
H.(gl(I)) = H.(gl(1))
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