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Précédemment, nous avons vu que, pour une P-algèbre A, le morphisme

Ext•
UP (A)(ΩP(A), M) → H•

P(A, M)

(obtenu par des choix de résolutions cofibrantes R → A et X → ΩP(A)) est un isomorphisme pour tout M si
et seulement si le morphisme

LR/A = A ⊗P
R ΩP(R) → A ⊗A ΩP(A) = ΩP(A)

entre le complexe cotangent et le module des différentielles de Kähler est un quasi-isomorphisme (autrement
dit, on peut remplacer X par LR/A).

On souhait maintenant détecter opéradiquement quand est-ce que cela se produit pour toute P-algèbre A.
L’idée est d’introduire des S-modules LP et ΩP sur lesquels P agit et de telle sorte que{

LP ◦P A = LR/A

ΩP ◦P A = ΩP(A).

1 Bimodule infinitésimal
Pour « rappels » un S-module (à droite) M est une collection d’espaces vectoriels (M(0), M(1), M(2), . . . ) de

telle sorte que M(n) soit un Sn-module à droite. La composition partielle de deux S-modules M et N , notée
M ◦(1) N est, en arité n, l’espace des combinaisons linéaires d’arbres étiquetés de la forme

M

in

N

ij+kiji1

· · ·
· · ·

· · ·

(où i ∈ Sn) quotienté par les relations de compatibilité entre les permutations des étiquettes des feuilles et
les actions des groupes symétriques sur M et N . Par la suite, nous ne préciserons plus les étiquettes des
feuilles.

On reprend ici la définition de Ducoulombier, Fress et Turchin dans [1].

Définition 1.1. Un bimodule infinitésimal sur P est un S-module M muni de morphismes S-équivariants
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P ◦(1) M → M et M ◦(1) P → M tels que, pour tout µ ∈ M , on ait

µ ◦i id = µ, id ◦µ = µ

et tels qu’on ait les compatibilités suivantes avec la composition de P :

M

P

P
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

=
M

P

P
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

M

PP · · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · · =
M

PP · · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·

P

PM · · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · · =
P

PM · · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·

P

MP · · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · · =
P

MP · · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·

P

M

P
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

=
P

M

P
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

P

P

M

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·
=

P

P

M

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·

Remarque 1.2. Se donner une action infinitésimale à droite de P sur M est équivalent au fait de se donner
une action (non infinitésimale) à droite. En effet, dans un sens on définit

µ ◦ (ν1, . . . , νn) := (· · · (µ ◦1 ν1) ◦1 · · · ) ◦1 νn

pour tout µ ∈ M et νi ∈ P et dans l’autre

µ ◦i ν := µ ◦ (id, . . . , ν, . . . , id).

Si M est un P-module (infinitésimal) à droite et A est une P-algèbre (donc un P-module à gauche en
particulier), on peut définir M ◦P A comme le quotient de M ◦ A identifiant l’action (infinitésimale) de P sur
M et l’action de P sur A. C’est alors un S-module concentré en arité 0 car A l’est.

Proposition 1.3. Lorsque M est un P-bimodule infinitésimal, M ◦P A obtient automatiquement une
structure de A-module.

Démonstration. L’action infinitésimale à gauche de P sur M fournit le morphisme structurel suivant

P ◦ (A ⊕ (M ◦ A)) ∼ // P ◦ ((I ⊕ M) ◦ A) ∼ // (P ◦ (I ⊕ M)) ◦ A

P(A, M ◦ A) //
?�

OO

����

(P ◦(1) M) ◦ A

γM ◦A

��

?�

OO

M ◦ A

����
P(A, M ◦P A) // M ◦P A

dont on peut vérifier les axiomes d’associativité usuels. Explicitement, pour µ ∈ P et ν ∈ M , on a

µi
M◦P A(a1, . . . , [ν(ai, . . . , ai+k)], . . . , an) := [(µ ◦i ν)(a1, . . . , an)].

P

On dira que l’on réalise fonctoriellement une construction M associant à toute P-algèbre A un A-module
M(A) lorsqu’il existe un P-bimodule infinitésimal M tel que M ◦P A ≃ M(A) pour toute P-algèbre A puisque
M ◦P − est alors un endofoncteur de la catégorie des P-modules à gauche dont la restriction aux modules
concentrés en arité 0 (les P-algèbres) coïncide avec M(−).
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Pour une raison technique que je n’ai pas encore comprise, on peut vouloir décrire opéradiquement le compor-
tement d’une réalisation fonctorielle sur les algèbres triviales. Pour cela, on donne une structure de P-module
à gauche trivial à I = (0,K, 0, 0, . . . ) et on considère le S-module M ◦P I.

Proposition 1.4. On a un isomorphisme de S-modules

M ◦P I ≃ M

M ◦(1) P
.

Démonstration. Le noyau de la projection M ◦ I → M ◦P I est engendré par les relations de la forme

M ◦k µ

IIII
· · ·· · ·· · · =

M

Iµ ◦ (I, . . . , I)I

· · ·k· · · = 0 si µ /∈ K id.

Ces relations correspondent, sous l’isomorphisme M ◦ I ≃ M , à l’image de M ◦(1) P sous le morphisme d’action
M ◦(1) P → M . P

Corollaire 1.5. Pour toute P-algèbre A, on a un isomorphisme linéaire

(M ◦P I) ◦ A ≃ M ◦P Atriv

où Atriv est la P-algèbre triviale dont l’espace vectoriel sous-jacent est le même que celui de A.

Démonstration. Par exactitude de − ◦ A et d’après la proposition précédente, on a

(M ◦P I) ◦ A ≃ M ◦ A(
M ◦(1) P

)
◦ A

.

Or, M ◦P Atriv est le quotient de M ◦ A par les relations de la forme

M ◦k µ

Aana1A
· · ·· · ·· · · =

M

AµAtriv(a1, . . . , an)A

· · ·k· · · = 0 si µ /∈ K id

ce qui correspond exactement aux éléments de Im
((

M ◦(1) P
)

◦ A → M ◦ A
)
. P

2 Module fonctoriel des différentielles
Pour « rappels », le A-module libre engendré par un espace vectorel V peut être construit comme le quotient

de P(A, V ) identifiant l’action à gauche de P sur A avec l’action infinitésemiale à droite de P sur P. Un élément
de A ⊗P V s’écrit alors (non uniquement) sous la forme µi(a1, . . . , v, . . . , an). Le module des différentielles de A
peut alors être construit de la manière suivante :

ΩP(A) = A ⊗P A(
dµA(a1, . . . , an) =

n∑
i=1

µ(a1, . . . , dai, . . . , an)
) (1)

où d : A → A ⊗P A envoit a sur id1(a).

Pour fonctorialiser cela, on peut remarquer d’abord que le P-bimodule infinitésimal P ◦(1) P permet de réaliser
fonctoriellement le A-module libre engendré par A.

3



Proposition 2.1. Pour toute P-algèbre A, on a un isomorphisme de A-modules

(P ◦(1) P) ◦P A ≃ A ⊗P A.

Démonstration. La suite de morphismes surjectifs

(P ◦(1) P) ◦ A ≃ P(A, P(A)) ↠ P(A, A) ↠ A ⊗P A

se factorise par la projection (P ◦(1) P)◦A ↠ (P ◦(1) P)◦P A. En effet, le noyau de cette projection est engendrée
par les relations de la forme

P

A

P

AAµA(a1, . . . , an)A · · ·

k

· · ·

· · ·i· · ·

=
P ◦i µ

A

P

AAana1A · · ·· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

P

A

P

AµA(a1 . . . an)AA

· · ·

k

· · ·j· · ·

· · ·

=
P

A

P ◦j µ

Aana1AA

· · ·

k

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

qui sont envoyées vers les relations de la formes

Pk(A, . . . , µA(a1, . . . , an), . . . , PA(A, . . . , A), . . . , A) = (P ◦i µ)k+n−1(A, . . . , PA(A, . . . , A), . . . , A)
Pk(A, . . . , PA(A, . . . , µA(a1, . . . , an), . . . , A), . . . , A) = Pk(A, . . . , (P ◦j µ)A(a1, . . . , an), . . . , A)

qui sont vérifiées dans A ⊗P A. On obtient donc un morphisme surjectif

(P ◦(1) P) ◦P A ↠ A ⊗P A.

Dans l’autre sens, l’injection naturelle A → (P ◦(1) P) ◦P A envoyant a sur (id ◦1 id)(a) induit par propriété
universelle un morphisme de A-modules

A ⊗P A → (P ◦(1) P) ◦P A.

Explicitement, il envoit µi(a1, . . . , an) sur (µ ◦i id) ◦ (a1, . . . , an) et c’est une rétraction du premier car

(µ ◦i ν) ◦ (a1, . . . , an) = (µ ◦i id) ◦ (a1, . . . , νA(ai, . . . , ai+m), . . . , an)

dans (P ◦(1) P) ◦P A. P

Pour réaliser le module des différentielles, on considère le quotient ΩP de P ◦(1) P par les relations de la
forme

P

µ ◦ (α1, . . . , αn) · · ·
k

· · ·
· · · =

n∑
i=1

P ◦k (µ ◦ (α1, . . . , α̂i, . . . , αn))

αi · · ·
· · ·

· · · (2)
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Proposition 2.2. On a un isomorphisme de A-modules

ΩP ◦P A ≃ ΩP(A).

Démonstration. Notons KP = Ker(P ◦(1) P → ΩP). Par exactitude à droite de − ◦P A, il suffit de montrer que
Im(KP ◦P A → A ⊗P A) = Ker(A ⊗P A → ΩP(A)). Pour le sens direct, on pose

ak := αk(bIk−1+1, . . . , bIk
)

dans la relation de (1) (il faut se rappeler que, dans (1), on considère le A-module engendré par les relations)
et, pour le sens inverse, on remplace les αi et P par id dans (2). P

Corollaire 2.3. On a un isomorphisme linéaire

(ΩP ◦P I) ◦ A ≃ ΩP(Atriv).

3 Complexe cotangent fonctoriel
Pour « rappels », les résolutions de A, en tant que P-algèbre, que l’on a vu jusqu’à présent sont des résolutions

quasi-libres. Elles sont obtenues en considérant un morphisme de Koszul α : C → P (par exemples, BP → P ou
P ¡ → P si P est de Koszul) puisque, par Koszulité de α, le morphisme naturellement induit

(P(C(A)), dα) → A

est un quasi-isomorphisme. Ce morphisme est obtenu en étendant naturellement l’aplication linéaire

φ : C(A)
ηC(A) // A.

Le complexe cotangent associé à une telle résolution s’explicite (partie 4) de la manière suivante

LP(C(A))/A ≃ (A ⊗P C(A), dφ).

où dφ = dA⊗P C(A) − δl
φ + δr

φ avec δl
φ induit par

P (A, C(A))
∆(1) // P

(
A, C ◦(1) C(A)

)α◦(1)idC// P
(
A, P ◦(1) C(A)

) γ // P (A, C(A))

et δr
φ induit par

P (A, C(A))
∆(1) // P

(
A, C ◦(1) C(A)

)idC ◦(1)α
// P
(
A, C ◦(1) P(A)

) γA // P(A, C(A)).

Remarque 3.1. La notation est un peu bizarre ici car on devrait plutôt noter dφ,α en toute généralité. Je
garde la simplification faite dans l’article de Millès dans le paragraphe précédant le théorème 4.4.2.

Pour fonctorialiser cela, on introduit le P-bimodule LP := P ◦(1) (C ◦ P).

Proposition 3.2. On a un isomorphisme de A-modules

LP ◦P A ≃ A ⊗P C(A).

Démonstration. La démonstration est tout à fait similaire à celle de la proposition 2.1 donc on détaillera moins
ici. L’isomorphisme LP ◦ A =

(
P ◦(1) (C ◦ P)

)
◦ A ≃ P(A, C(P(A))) permet de définir, en appliquant γA au bon

endroit, un morphisme surjectif
LP ◦ A ↠ A ⊗P C(A)

qui se factorise bien par LP ◦P A.
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Dans l’autre sens, on définit un morphisme A ⊗P C(A) → LP ◦P A par propriété universelle du A-module
libre en envoyant

C

AA

· · ·

7→

id

C

id

A

id

A

· · ·

et on peut vérifier que c’est une rétraction du premier. P

Remarque 3.3. En fait, la proposition 2.1 est le cas particulier de celle-ci où C = I.

Pour la différentielle, on introduit la différentielle suivante sur LP : dLP = dP◦(1)(C◦P) − δl
LP

+ δr
LP

où δl
LP

est induit par

P ◦(1) (C ◦ P)
∆(1) // P ◦(1) ((C ◦(1) C) ◦ P)

α◦(1)idC// P ◦(1) ((P ◦(1) C) ◦ P) γ◦γ // P ◦(1) (C ◦ P)

et δr
LP

est induit par

P ◦(1) (C ◦ P)
∆(1) // P ◦(1) ((C ◦(1) C) ◦ P)

idC ◦(1)α
// P ◦(1) ((C ◦(1) P) ◦ P) γ // P ◦(1) (C ◦ P)

Proposition 3.4. On a un isomorphisme de A-modules différentiels gradués

(LP ◦P A, dLP ◦P A) ≃ (A ⊗P C(A), dφ)

Démonstration. L’identification de dP◦(1)(C◦P) ◦P A avec dA⊗P C(A) est purement formelle. Les identifications
δl

LP
◦P A = δl

φ et δr
LP

◦P A = δr
φ sont données par l’identification des éléments de A par id(A) ∈ P(A) et par

la relation imposée dans LP ◦P A identifiant γA avec γ (c’est tout à fait similaire à ce qu’on a fait dans la
démonstration de la proposition 2.2). P

Corollaire 3.5. On a un isomorphisme de complexes de chaînes

((LP ◦P I) ◦ A, d(LP ◦P I)◦A) ≃ (Atriv ⊗P C(Atriv), dφ)

On a un morphisme de P-bimodules infinitésimaux

LP = P ◦(1) (C ◦ P) ηC // P ◦(1) (I ◦ P) ≃ P ◦(1) P // // ΩP

qui, d’après les propositions précédentes et la remarque 3.3, réalise fonctoriellement le morphisme

LR/A = A ⊗P C(A) ηC // A ⊗P I(A) ≃ A ⊗P A // // ΩP(A).

Ainsi, par fonctorialité de − ◦P A, on a le résultat suivant.

Théorème 3.6. Si L’application LP → ΩP est un quasi-isomorphisme, alors LR/A → ΩP(A) en est un
pour toute P-algèbre A et on a

Ext•
UP (A)(ΩP(A), M) ≃ H•

P(A, M).

La prochaine fois, on voudra comprendre pourquoi la réciproque est vraie et pourquoi, dans le cas des opérades
PBW (i.e. telle qu’on ait un isomorphisme linéaire naturel UP(A) ≃ UP(Atriv)), on peut se ramener à ne vérifier
cela que pour les algèbres triviales.
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