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Ensembles

La théorie des ensemble ~» Elements de mathématique
par le groupe Bourbaki

o Cadre idéal pour des énoncés précis et des idées claires.

@ La plupart des objets mathématiques qui nous intéressent sont des
ensembles.

Exemples d'ensembles

@ 0,1,2,---, les lettres de I'alphabet, les droites, le plan, |'espace, une
fonction, une courbe,. ..

@ La théorie des probabilités repose sur la notion d'événement. Un
événement est un ensemble.
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https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89l%C3%A9ments_de_math%C3%A9matique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki

Avertissement

Nous considérerons ici la théorie naive des ensembles, inventée par Georg
Cantor. Dans la théorie naive, les objets de la vie courante, qui sont des
collections rassemblant des éléments en un tout, sont assimilés 3 des
ensembles mathématiques.

Probléme fondamental

La théorie naive des ensembles de Cantor méne a des paradoxes.On ne
peut donc |'utiliser sans aboutir a des contradictions.

Un débat houleux au début du XXéme siécle a permis de résoudre ces
difficultés aboutissant a la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor
https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor

Exemples

@ L'ensemble des lettres de I'alphabet

{aa b,C,"' ,X,y,Z}-

@ L’ensemble des cartes d'un jeu de 32 cartes; I'ensemble des pages d'un
livre donné; I'ensemble des atomes de |'univers.

o L’ensemble des entiers naturels

N=1{0,1,2,---,nn+1,--}.

@ L'ensemble des entiers relatifs

Z={-,-3-2-10123, -}

@ L'ensemble des nombre rationnels Q.
@ L'ensemble des nombres réels R.
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Ensembles naifs
Définition 1
Un ensemble (naif) E est une collection d'objets qu'on appelle ses
éléments.
@ Si x est un élément de E, on note cette propriété x € E.
@ Si, au contraire, x n'est pas élément de E, on note x ¢ E.

@ Deux ensembles qui ont les mémes éléments sont égaux.

Notation

Lorsqu'un ensemble contient un nombre fini d'élements, on convient de le
décrire a I'aide d'une liste non ordonnée de ses éléments, placée entre
accollades.

E ={a, b,1}.

Ensemble vide

Il existe un ensemble sans aucun élément, appelé ensemble vide, noté ().
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Exemples — Diagrammes

On représente graphiquement un ensemble par un diagramme de Venn.
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Inclusion

Définition 2
Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus dans F si tous les

éléments de E sont aussi des éléments de F. On note cette
propriété E C F.

Théoréme 3

L'inclusion est une relation d’ordre entre les ensembles, au sens ot
e E C E(relation reflexive);
@ SiE CF et F CE alors E = F (relation anti-symétrique);
@ SiECF et F C G alors EC G (relation transitive).
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Jeu de construction — Sélection

Lorsqu'on dispose d'ensembles, on peut en construire de nouveaux.
Par exemple, les entiers naturels pairs forment un sous ensemble de N,
donné par

{n € N, n est pair}.
Soit E un ensemble et P une propriété portant sur les éléments de E.

Principe de sélection

On définit un sous-ensemble F de E par :

F = {x € E, P(x) est vraie}.
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Jeu de construction — Réunion

Union

Il est possible de réunir les éléments de deux ensembles E et F en un
ensemble noté E U F, appelé la réunion de E et F :

EUF ={x,x€ Eoux e F}.
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Jeu de construction — Intersection

Intersection

L'ensemble des éléments x a la fois éléments E et de F, est un ensemble
noté E N F, appelé l'intersection de E et F :

ENF={x,xe€ EetxecF}.
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Jeu de construction — Parties
Parties
Etant donné un ensemble E, ses sous-ensembles sont les éléments d'un

ensemble noté Z(E) et appelé I'ensemble de parties de E :

P(E) = {F,F C E}.

Théoréme 4

Si E est un ensemble fini & n éléments, alors I'ensemble des parties 7 (E)
posséde 2" éléments.

Exemple :

Yann Rollin 1/21




Complémentaire

Définition 5
Etant donné un ensemble E et une partie A C E, on appelle
complémentaire de A dans E le sous-ensemble de E noté

CeA={x € E,x & A}.

On note parfois le complémentaire C;A = A ou A€ lorsqu'il est clair que E
a été fixé. Plus généralement, si E et A sont des ensembles, I'ensemble E
privé de A est I'ensemble

E\A={x€E x¢A}.
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Algébre de Boole

Probléme 6
Soit E, un ensemble réuit a un seul élément E = {x}, et 'ensemble de ses
parties &(E), muni des lois U,N et complémentaire. Etablissez les tables

de Pythagore de ces lois. Que remarquez-vous ?
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Construction des entiers par Von Neumann
On définit I'entier 0 := () par I'ensemble vide.

Remarque
() posséde 0 éléments. J

Puis posons
e 1:=0U{0}=0U{0} ={0}= {0}
e 2:=1U{1} ={0}u{1} ={0,1} = {0,{0}}
o 3:=2U{2} ={0,1} U{2} ={0,1,2} = {0, {0}, {0, {0}}}.
e 4=3U{3}={0,1,2} U{3} ={0,1,2,3}
Finallelnlwent on definit I'opération de successeur

succ(E) == EU{E}
et on pose
n+1:= succ(n)
de sorte que n+1=14{0,1,2,--- , n}.
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Jeu de construction — Produit cartésien

Couple

Un couple est une liste ordonnée de deux éléments, x et y. On le note

(x,¥)-

Produit cartésien

Etant donné deux ensembles E et F, il existe un ensemble noté E x F,
appelé produit cartésien de E et F, dont les éléments sont tous les couples
(x,y),ouxe EetYeF.

ExF={(x,y),xe E,y € F}.
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Jeu de construction — Produit cartésien

Exemple : dans un jeu de 32 cartes, les cartes ont 8 hauteurs
H=1{7,8,9,10, V,D, R, A}
et quatre couleurs
C=1{8,0.& O}

Le produit cartésien H x C s'identifie a I'ensemble des cartes du jeu de 32
cartes.Par exemple
(D,0)e Hx C

s'identifie sans ambiguité a la dame de coeur.

Théoréme 7

Si E et F sont des ensembles finis avec n et m éléments, le produit
cartésien E x F est fini et posséde n x m éléments.
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Un peu de dénombrement

Probléme 8

On pioche au hasard une premiére carte d'un jeu de 32 cartes. On la
remets dans le paquets puis on en pioche une seconde aprés avoir mélangé
le jeu. Combien existe-t-il de résultats possibles en tenant compte de I'ordre
des cartes 7

v

Probléme 9

On distribue au hasard les cartes d'un jeu de 32 cartes. Le donneur s'arréte
de distribuer quand bon lui semble et les cartes sont piochées sans remise.
Il n'est pas tenu compte de I'ordre du tirage. Combien existe-t-il de
résultats possibles ?
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L'ensemble de tous les ensembles

Avertissement
Décollage vers une abstraction stratosphérique J

Considérons I'ensemble &, dont les éléments sont tous les ensembles
possibles, appelé /'ensemble de tous les ensembles.
Par définition, tous les ensembles connus sont éléments de &. En particulier

Eeé.
Cette étrange relation donne lieu & un emboitement infini :
refefesecbe---
Bertrand Russel (mathématicien et philosophe, 1872-1970) eut I'idée
géniale de définir le sous-ensemble
F ={Ec& E¢E}.
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Bertrand_Russell

Paradoxe de Russell

Rappel :
F ={Ec & E¢E}.
Cette construction méne a une contradiction, appelée /e paradoxe de Russel.
o Par définition .% est une partie de &.

@ Comme & est I'ensemble de tous les ensembles et que % est un
ensemble, on a aussi & € &.

@ Nous avons ['alternative suivante : soit ¥ € %, soit % & 7.
e Par définition de .#, si F € #, alors F ¢ F.
@ Si au contraire . ¢ %, alors F € F.

Dans les deux cas de |'alternative, on obtient une contradiction.
Seule conclusion possible : ‘ & n'est pas un ensemble.‘
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Paradoxe_de_Russell

Zermelo-Fraenkel

La théorie axiomatique des ensembles de Zermelo-Fraenkel (ZFC) se

propose de donner une définition plus précise et plus restrictive de la notion
d’'ensemble.

Le paradoxe de Russell ne s'applique plus dans ce cadre.

Cohérence

La cohérence (la non contradition) de la théorie de Zermelo Fraenkel ne
peut étre démontrée a I'aide du language de cette théorie, en vertu du
théoréme d'incomplétude de Godel.

Yann Rollin 20/21


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_des_ensembles_de_Zermelo-Fraenkel

Bibliographie

Pour aller plus loin :
e Mathématiques 5éme Collége, Collection M, Hachette (1978)
@ Les manuels scolaires des années 70 ~~ direction les bouquinistes. . .
e Introduction a la théorie des ensembles, Paul Halmos (1970)
@ Initiation a I'algébre, par R. Chenon, TV CNAM (1969).

Yann Rollin 21/21


https://www.gabay-editeur.com/HALMOS-Introduction-a-la-theorie-des-ensembles-2e-ed-1970
https://www.youtube.com/watch?v=c8JleLg6gJM&list=PL4HOz8jx-uC5-tc007a118LGnWnpN3MTU

