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Définition intuitive
On considére deux ensembles E et F.
@ Une application f de E vers F est une méthode.
o A tout élément x € E, elle associe un élément bien précis y € F noté
f(x).
e Si y = f(x), alors y est appelé /'image de x par f, tandis que x est
appelé un antécédent de y.
@ E est appelé I'ensemble source et F est appelé I'ensemble but.

On résume la donnée d'une application f de E vers F par le diagramme

f:E—F
x — f(x)

Probléme

Comment donner un sens 3 tous les termes ci-dessus a |'aide de la théorie
des ensemble ?
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Définition ensembliste

@ Une application f est la donnée d'un triplet

f=(E,F,G), ou

E est un ensemble appelé |'ensemble source.
F est un ensemble appelé |'ensemble but.

G est une partie du produit cartésien E x F.

G est un graphe, au sense ou il vérifie les deux propriétés suivantes :
@ Pour tout (x,y) et (x',y’) € G, on a

x=x=>y=y

@ Pour tout x € E, il existe y € F tel que (x,y) € G.
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Image

Par définition du graphe, pour tout x € E, il existe un unique y € F tel que
(x,¥) € G.

Puisque que y est donné sans ambiguité, il est appelé /'image de x par f et
on le note

y = f(x).

En pratique, on n'écrit pas f sous forme d'un triplet (E, F, G) mais on
préfére le diagramme :

f:E—F
x = f(x)

Exemple et diagramme de Venn :
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Exemples

@ Une fonction f : R — R3, définie sur R, qui donne les coordonnées
f(t) = (x(t),y(t),z(t)) d'un point mobile en fonction du temps.

@ Soit E I'ensemble des cartes d'un jeu de 32 cartes, F = {#, 0, &, O}
L'application couleur ¢ : E — F associe a chaque carte du jeu sa
couleur.

@ Soit E |'ensemble des chaines de caracteéres (finies) et md5 : E — N
I'application qui associe la signature md5 de chaque chaine.
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Image et Image réciproque

Soit f : E — F une application. Pour toute partie A de E, on peut définir
I'image de A par f, notée f(A), par

f(A)={y e E,axc Ay =f(x)} = {f(x),x € A}

Pour une partie B de F, on définit I'image réciproque de B par f, notée
f~Y(B), par

f~Y(B) = {x € E, f(x) € B}.
Soit y € F. Par définition f1({y}) est I'ensemble des antécédents de y
par f.
Exemple et diagramme de Venn :
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Propriétés des images et images réciproques

Théoréme 1
Pour des parties A, A' de E et B, B’ de F, on a
QO ACA = f(A) Cf(A)
Q@ BCB = fYB)cf{(B)
Q f(AUA) =f(A)UF(A)
Q FY(BUB)=fYB)Uf(B)
Q f(ANA) Cc f(A)NF(A)
Q FYBNnB)=f1YB)nf1(B)
Q@ Ac fi(f(A)
Q BDOf(f}(B))
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Preuve

(1) : si y € f(A), il existe x € A tel que y = f(x). Puisque A C A’, alors
x € A, donc y = f(x) € f(A).

(2) : x € f~Y(B) signifie que f(x) € B.Comme B C B’, on en déduit que
f(x) € B',donc x € f~1(B').

(3): AC AUA donc f(A) C f(AUA') par (1). De méme, on a

f(A) C f(AUA"),donc

f(A)Uf(A) C f(AUA).
Réciproquement, soit y € f(AU A’).Alors il existe x € AU A’ tel que
y = f(x).Si x € Aalors f(x) € f(A) et si x € A alors f(x) € f(A").En
résumé y = f(x) € f(A) U f(A’) donc

FIAUA)) C f(A) U F(A).

On en déduit (3).
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