Ecole Centrale de Nantes
Dépt. Info/Math

Année universitaire 2011-2012
Ell

Centrale
Nantes

ANALYSE NUMERIQUE

Mazen SAAD

Mazen.Saad@ec-nantes.fr






TABLE DES MATIERES

Introduction. .. ... .. 1
1. Algebre linéaire. ... ... . 3
1.1. Arithmétique flottante. ....... ... .. . 3
1.2. Un peu de calcul matriciel............. ... ... ... .. . 6
2. Résolution des grands systémes linéaires creux............................. 9
2.1. Exemple 1. Equation de la chaleur.......... ... ... ... ... . 9
2.2. Exemple 2. Problemes de 1éseaux.. ...t 12
2.3. Graphe associé a une matrice et inversement....................... ... ... ... 13
2.4. Les matrices irréductibles. ... ... 15
2.5. Localisation des valeurs propres. ........ ... i 16
2.6. Méthodes directes pour la résolution de systemes linéaires. .................... 20
3. Méthodes itératives. ... ... ... . i 25
3.1. Méthodes itératives classiques. ... 27
3.2. Méthodes de gradients. ......... ... 29
3.3. Calcul de valeurs propres et de vecteurs propres. ..............coeeeeeennnn... 30
4. Interpolation et Approximation............ ... .. ... ... 37
4.1, Introduction. . . ... 37
4.2. Interpolation de Lagrange. ...... ... 38
4.3. Polynome d’interpolation de Newton........... .. ... i i, 41
4.4. Interpolation de Hermite. ... ... ... ... . 42
4.5. Interpolation locale. . ... ... . 44
4.6. Meilleure approximation (projection orthogonale)............................. 45
4.7. Polynomes orthogonaux. . ... ... 47
4.8. Approximation au sens des moindres carrés discrets. ........... ... ... 48
5. Intégration numeérique. ...... ... 51
5.1. Méthode composite. . ... ... 51

5.2. Formulation de quadrature de type interpolation........................... ... 52



iv TABLE DES MATIERES

5.3. Formule d’intégration classique. ........ ... . . . 52
5.4. Les formule de Gauss. ... ... 55
5.5. Intégration numérique d’une fonction en 2D......... ... ... ... Y
6. Résolution numériques des edo............... .. ... ... ... ... 61
6.1. Le probleme de Cauchy. ...... ... .. 61
6.2. Approximation numérique des équations différentielles d’ordre 1............... 62
6.3. Schémas ClasSiqUES. ... ... 63
6.4. Etude des méthodes a Un pas........ ..o 65
6.5. Méthodes a pas multiple. ... ... .. ... 69
7. Travaux Dirigés. ... ... 71
7.1. Systemes lNaires CreuX. .. ... ...t 71
7.2. Méthodes iteratives ... 75
7.3. Interpolation et approximation. ......... ... ... 7
7.4, Intégration NUMETIQUE. . .. ...ttt e e 79
7.5. Equations différentielles. ........ ... .. .. 82
7.6. TA — 2007 avec COTTECTION . . ...\ttt ettt et 86
T L2008 . o o 93
8. Devoir surveillé d’Analyse Numérique (2010) et son corrigé.............. 97
EXETCice .. .. 97
EXETCICE 2. o 97
EXETCICE ..o 99
COorTigé XerciCe L. . ... 100
COITIZE EXETCICE 2. ottt et et e e e e 101
COITIZE EXETCICE 3. oottt et et e e e e e e e e 104
9. Devoir surveillé d’Analyse Numérique (2011).......................... ... 107
EXETCiCe .. .. 107
BXETCICE 2. . o 107
EXOrCiCe ..o 108
10. Travaux sur ordinateur
Initiation & Matlab. ........ . . 111
10.1. La commande ;. . ...t e 112
10.2. Variables spéciales. . ... 112
10.3. Nombres complexes. .. ... 113
104, Affichage. . ... 114
10.5. Les commEntaires. . .. ..ot 114
10.6. Vecteurs - MatriCes. ... ..o 114
10.7. Création de matriCes. ... .. ..ot 117
10.8. Opérations sur les matrices. ... ...t 117
10.9. M-Files ou SCTipts. .« oot 118

10.10. FONCEIONS . « o v e et e e e e 119



TABLE DES MATIERES v

1010 HELP . o 120
10.12. Boucles et controle .. ... ... 120
10.13. GraphiSmes. . .. ..o 121
1014, B1C BOC. « et 122
10.15. Fonctions mathématiques. . ... 122
11. Travaux sur ordinateur

Equation de la chaleur en 1D...... ... ... . ... . 123
11.1. Equation de la chaleur. ... ... ... . . 123
11.2. Flambage d'une barre (facultatif) ......... ... ... o i 127

Bibliographie. . ... 129






INTRODUCTION

Les mathématiques appliquées et le calcul scientifique jouent un role croissant dans la
conception de produits industriels; ce n’est cependant qu’un maillon d’une longue chaine
qui mobilise des ressources intellectuelles nombreuses et variées pour arriver a concevoir, au
mieux dans des délais impartis le produit désiré. On peut représenter tres schématiquement
un processus d’étude et de conception par le diagramme suivant :

e Physique mécanique, modélisation mécanique (aérodynamique, thermique, structure,

e Modélisation mathématique (E.D.P.)

e Approximation : Eléments finis, volumes finis...

e Algorithme numérique, méthodes numériques pour la résolution de systemes linéaires
et non linéaires, optimisation

e Calcul informatique ...

e Expérimentation

e Exploitation des produits

La modélisation et l'approximation numérique voient leurs applications dans différents
domaines, a titre d’exemples :

e Conception d’avions (aérodynamique, matériaux composites ...)

e Conception de voitures (aérodynamique, écoulement dans les moteurs, crache tests,
commande optimale, structure (pneus, carrosserie, ) ....

e Ingénierie pétroliere : comprendre la migration des hydrocarbures, améliorer la pro-
duction des gisements pétroliers, ....

e Biologie mathématiques : propagation d’épidémie, modele mathématique en cardio-
logie, cancer, tissus dentaire, pneumologie, ...

e Gestion des stocks, finance, trafic routier

e Environnement : pollution air, eau, sol

e Météo : modéliser le monde

e Et bien d’autres applications ...



2 INTRODUCTION

Dans ce cours, nous nous intéressons a I’analyse numérique ; cette discipline elle-méme peut
étre considérée comme partagée en deux grands themes :
e Approximation numérique des EDP (Eléments finis, volumes finis, méthodes spec-
trales, ...)
e Algorithmes numériques : résolution de grands systemes linéaires creux, intégration
numérique, résolution numérique des EDO, optimisation

L’objet de ce cours est de déterminer des méthodes pour calculer la valeur numérique
(exacte ou approchée) de la solution d’une équation ou d’un systeme d’équations; en par-
ticulier a ’aide d’un ordinateur.



CHAPITRE 1

ALGEBRE LINEAIRE

1.1. Arithmétique flottante

Il est important de se préoccuper de la maniere dont sont représentés et manipulés les
nombres dans une machine. Un nombre est représenté par un nombre finis de caracteres,
fixé a I'avance, qui dépend de 'architecture de la machine. Ainsi tous les nombres entiers
ou réels ne peuvent pas étre représentés. Les conséquences en sont tres importantes, en
particulier dans la précision des résultats lors de calculs.

Comment sont représentés et manipulés les nombres sur un ordinateur ?

La mémoire centrale est un ensemble de 'positions binaires’ nommeées bits. Les bits sont
généralement regroupés en octets (8 bits) et chaque octet est repéré par son adresse. Chaque
information devra étre codée sous cette forme binaire.

En informatique,
le kilo vaut 1K = 20 = 1024

le méga vaut 1M = 220 = 1048576
le giga vaut  1G = 23 = 1073741824

On distingue :
— Les nombres entiers dont la représentation et la manipulation sont celles de ’arithmétique
usuel. Il existe un plus grand entier représenté en machine.

Les entiers relatifs codés sur n chiffres binaires ont pour valeur dans [—2"~! 271 — 1].
Ainsi les entiers codés sur
16 bits (=2 octets) correspond a des entiers en simple précision ont pour valeur dans
[—215. 215 — 1] = [-32K, 32K — 1]
32 bits (=4 octets) correspond a des entiers en double précision ont pour valeur dans
[—231, 231 — 1] = [-2G, 2G — 1].
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— Les nombres flottants qui représentent les nombres réels ou les nombres décimaux.
Les nombres réels sont représentés de fagon approximative en mémoire (représentation en
virgule flottante), avec la convention standardisée de la forme m x 2¢, o m est la mantisse
1 <m < 2 et e 'exposant.

On utilise p chiffres binaires pour les décimaux binaires de m et ¢ chiffres binaires pour
I’exposant.

Représentation en simple précision. Sur 32 bits (4 octets), on a p = 23, ¢ = 8 (1
bit pour le signe) ce qui permet de représenter des nombres compris, en valeur absolue,
entre 27128 ~ 10738 et 212 ~ 103 car 128 = 29 = 28. La précision machine est de 7 chiffres
décimaux significatifs car 2% = 107,

Représentation en double précision. Sur 64 bits (8 octets), on a p = 52, ¢ = 11
et les réels en valeur absolue appartiennent [271924 21024] ~ [1073% 103%] avec 15 chiffres
décimaux significatifs (car 252 ~ 10°).

La représentation exacte en machine est sous forme binaire (comme on a vu), pour I’ana-
lyse que nous voulons faire ici une représentation décimale est suffisante et plus intuitive.
On considere un nombre flottant de la forme +a10? avec

a est la mantisse de la forme 0.dqds - - - d;, di #0

q est I'exposant (entier relatif)

Bien stir, I’entier ¢ est soumis a la restriction :
—M < q< M (ou M dépend de la machine).

Cette représentation des nombres réels entraine les conséquences suivantes :

e Il existe un plus petit nombre flottant (# zéro). Le zéro machine en valeur absolue
vaut = 0.10---10~M.

e Il existe un plus grand nombre flottant, I'infinie machine vaut = 0.99 - - -910M.

e Tous les nombres réels n’admettent de représentation exacte :

V/2 est représenté par 0.14142143 x 10**

7 est représenté par 0.314... x 10"

e Toute opération élémentaire (+,%, /) est en général entachée d’une erreur.
e Une opération peut avoir un résultat non représentable :
Si pour le résultat ¢ > M (OVERFLOW ou dépassement de capacité.)
Si pour le résultat ¢ < —M (UNDERFLOW).
e Lareprésentation flottante d’un nombre peut étre obtenue a partir de sa représentation
décimale par
— la troncature (on garde les t premiers décimaux)
— l'arrondi : le tieme chiffre de la mantisse est choisi au plus pres.



1.1. ARITHMETIQUE FLOTTANTE 5

Regardons maintenant l'erreur due a la représentation machine.

Proposition 1.1. — La représentation flottante fl(r) avec une mantisse a t chiffres d’un
nombre réel r donne lieu a une erreur relative majorée par :

| — fi(r)]

A <10t
7]

Démonstration. — La représentation exacte d’un réel r s’écrit :
r = i0d1d2 tee dtdt+1dt+2 tee 10q,
et on a fl(r) = £0.dyds - - - d;10%. Ainsi r — fl(r) = £0.dyy1dio--- 107" et on a

[r — fl(r)] _ 0.dip1digo - - 10~
‘T| 0.d1d2 tee dtdt+1dt+2 cee .
Par ailleurs, 0.d;y1dpi0--- < 1 et 0.dydy - - - dydyy1diyo--- > 0.1, d’ott
[r = fl(r)]

T < 10" *(par troncature).
,

O
Quelques conséquences de cette représentation :

e a+b=asibest plus petit que le zéro machine. Par exemple, soit une machine avec
t=2et a=0.63x10" et b = 0.82 x 10~%. Pour faire I'opération, on (la machine)
réduit au méme exposant, soit

a+b=0.63x 10 +0.0000082 x 10' = 0.6300082 x 10*,

et ce dernier nombre est représenté par fl(a +b) = 0.63 x 10" car t = 2.
Conclusion : a+b=a et b # 0.

e [’addition des nombres flottants n’est pas associative. Soit une machine avec t = 4 et
a=0.6724 x 103, b = 0.7215 x 107! et ¢ = 0.5345 x 10, on a

fl((a+b)+c) = 0.6777 x 10° car fl(a +b) = fl(a)
flla+ (b+¢)) = 0.6778 x 10° car fl(b+c) # fl(c)

e Méme phénomene pour la soustraction, division, multiplication ...
a

Soient y =a+bet z = -5 alors z = 1. Mais par contre si fl(y) = fI(b), alors on ne

peut pas calculer z et un message d’erreur apparait OVERFLOW.
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1.2. Un peu de calcul matriciel

On note M, ,,,(K) 'ensemble des matrices de type (n,m) n-lignes et m-colonnes dont les
coefficients appartiennent & K = R ou C. On note M, (K) I’ensemble des matrices carrées
d’ordre n.

Une matrice M € M, ,,(K) est associée a une application linéaire [ de £ = K™ dans
G = K". Soient {e;},;—1., base de K™ et {g;}i=1, une base de K" ; la jieme colonne de la
matrice M est constituée des coordonnées de [(e;) dans la base {g;}i=1,-

Produit scalaire. Soit (x,y) € R™ x R™,

(z,y) =Y iy =" vy =" ya.
=1

Produit hermitien. Soit (z,y) € C" x C",
(2,y) = 27 =Tyz = y'x.
i=1

Avec y* = ty I'adjoint de y.

Définition 1.1. — Soit A € M, ,(K), on dit que A est

hermitienne si A = A* (A* =t (A) =tA).

symétrique si A =' A

unitaire st AA* = A*A=1

orthogonale si A est réelle et TAA = A'A = I soit encore A=' =t A
normale si AA* = A*A.

1.2.1. Valeurs et vecteurs propres. —

Définition 1.2. — On appelle

e (\,u) € CxCN élément propre de A si Au = Iu et \ valeur propre de A, u vecteur
propre associé a .

e Sp(A) = {\i; \; valeur propre de A} = spectre de A.

e p(A) = max;—; n |\i| = rayon spectral de A.

o Tr(A) =N ay= trace de A, avec A = (ay;).

e Les valeurs propres de A sont les racines du polynome :

Py(A) = det(1 — AI) = (=1)M AV + (=)N "INV o4 det(A).

Les vecteurs propres de A sont les vecteurs tels que Av = v et ils forment un sous

espace vectoriel By = {v € KV; Av = \v}.

o Tr(A) = Zfil Ni, det(A) =TIY | \; (propriétés).

o A est semblable a B s’il existe une matrice inversible S € M,(K) telle que A =
SBS—!.
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o A est diagonalisable ssi A = SDS™! avec
D la matrice diagonale formée des valeurs propres,
la iéme colonne de S est un vecteur propre (a droite) associé a A;,
la jieme colonne de (S™1)* est un vecteur propre d gauche v; associé a \;. En fait les
colonnes de S sont les u; et les lignes de S™' sont les v}.

Théoréme 1.1. — (Factorisation unitaire d’une matrice— Théoréme de Schur) Toute
matrice carrée peut s’écrire

A=UTU"

avec U une matrice unitaire U~! = U*,
T une matrice triangulaire supérieure.

Conséquence sur les matrices normales :

Théoréme 1.2. — Une matrice A est normale (i.e. AA* = A*A) si et seulement si il
existe U une matrice unitaire telle que

A=UDU"
avec D la matrice diagonale formée des valeurs propres.

Autrement dit,
une matrice normale est diagonalisable et ses vecteurs propres sont orthonormés.

Démonstration. — D’apres le théoreme de Shur, la matrice A s’écrit A = UTU*. Or A est
normale c’est a dire AA* = A*A soit encore

ur-ururvs =u0rTuv-ur-ur
et donc UT*TU* = UTT*U*, ce qui montre que T*T = TT™* et T est normale.
On va montrer que si 7' est une matrice triangulaire supérieure et une matrice normale

alors T' est diagonale.
En effet, pour tous ¢,j =1---N, on a

(T"T)ij = (TT")s
ce qui équivalent a
N N
k=1 k=1
soit encore

N N
Z ity = Z tirtik-
k=1

k=1
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Lorsque ¢ = j, on a
N

N
Sl =3 ltal (1.1)
k=1

k=1 _
or tg; = 0 pour k > i et ty, = 0 pour i > k, 1'égalité (1.1) se réduit a

i N
> il =) Jtal. (1.2)
k=1 k=i

Pour i = 1, on a [t11]* = |[tu]* + 2522 |t11]?, soit tyx = 0 pour k > 2; c’est a dire que la
premiere ligne de la matrice T" est nulle sauf le terme diagonale. Par récurrence, supposons
que t;; =0, 7 # j jusqu’a la ligne m — 1. Alors pour ¢ = m,

m N
Z |tkm|2 = Z ‘tmka
k=1 k=m
soit encore
m—1 N
[t + > ol = o+ D> ],
k=1 k=m+1

et par hypothese de récurrence, t;,, = 0 pour k < m—1 et o déduit t,,, = 0 pour k > m+1.
Toute la ligne m est nulle sauf I’élément diagonale. Ainsi, la matrice T" est diagonale.
Inversement, si A = UDU* alors A est normale car A*A = UD*U*UDU* = UD*DU* et
AA* =UDU*UD*U* = UDD*U*; or D est diagonale donc D*D = DD*, ce qui termine
la preuve du résultat. O

On aboutit alors au résultat important suivant

Corollaire 1.1. — Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable et la base des vec-
teurs propres est orthonormée.

Car si A une matrice symétrique réelle alors A est normale. De méme, si A est une
matrice hermitienne alors A est normale.



CHAPITRE 2

RESOLUTION DES GRANDS SYSTEMES
LINEAIRES CREUX

De tres nombreux phénomenes physiques sont régis par un loi de diffusion : répartition
de température, concentration de produits chimiques, potentiel électrique, ... Dans tous les
cas, on cherche a discrétiser les équations et a résoudre numériquement les équations mises
en jeu. pour des soucis de précision, de stabilité, de pertinence des résultats, on est amené
a résoudre des systemes linéaires ou non linéaires de grandes tailles.

Voici deux exemples.

2.1. Exemple 1. Equation de la chaleur

La distribution de la température u(z,y) au point (z,y) d'une plaque dont les cotés ont
une température imposée u = 0 sur le bord et qui recoit un apport calorifique extérieur
de densité f est modélisée par une équation aux dérivées partielles. Soit 2 = [0, a] x [0, b]
désignant la plaque, la température vérifie

{ ~Au(z,y) = ~4(z,y) — 2% (x,y) = f(.y) dans O

2.
u = 0 sur 0f2 (2:3)

Meme si on sait qu’il existe une unique solution de ce probleme, la solution de ce probleme
n’est pas connue analytiquement en général. On procede alors a une approximation pour
se ramener & un probléme a un nombre fini d’inconnus (processus de discrétisation). On
introduit donc un maillage de pas h; dans la direction x et hy dans la direction y. Pour
fixer les idées, on prend ici hy = hy = h (voir figure 1).

Les noeuds du maillage sont les points P, ; = (x;, y;) la ou la solution est approchée. On note

x; =1th, 0 <1 < N+ 1 les sommets du maillage dans la direction x
y; = jh, 0 <3 < M 41 les sommets du maillage dans la direction y

On cherche une approximation de l’équation aux noeuds du maillage (P;;, 1 < i <
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Pij+1

y3

y2 Pirlj  Pi Pik1j

v Pij{1

0 x1 X2 x3 x4 a

FIGURE 1. Exemple de maillage pour N =4, M =3

N, 1 < 5 < M. Le principe de la méthode des différences finies consiste a appro-
cher les dérivées d’une fonction par des combinaisons linéaires des valeurs de cette fonction
aux points du maillage. On va décrire tout d’abord ce principe en dimension un d’espace.
Dimension 1. On s’intéresse a ’approximation de I’équation

—u"(x) = f(z), 0<z<a
L = 24

par un schéma aux différences finies sur un maillage a pas fixe h = %5

* * * X x x

0 x1 Xi-1 Xi Xi+1 XN a

FIGURE 2. Exemple de maillage 1D.

On écrit la formule de Taylor sur un point générique z;, on a
1 .
5 (= ulwi) + 2u(@) = (@) ) +0(h) = f(w), i = 1..N.
On note par u; une approximation de la solution exacte au point u(z;), et la méthode aux
différences finies s’écrit alors
#(—Uiq +2u; —ui1) = fi, i=1,N.
up =u(0) =« (2.5)
unt1 = ufa) =f

Le systéme linéaire (2.5) s’écrit A;U = F, ot A; € Myxn(R) et U, F € RV :

—U”(ZE,’) —

2 -1 0. 0 fla) + &

-1 2 —1.. 0 f(x2)
A=1L ,

0... —1 2 —1 f([L’N_l)

0. 0 -1 2 flan) + 3
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En dimension 2. On discrétise chaque dérivée selon sa propre direction, ainsi en appli-
quant la formule de Taylor dans les directions x et y, on a

_%(Pw) _ u(Piag) + QUh(Z)B',j) —u(Piry) 0(h?)
0%u —u(Pij1) +2u(P;) — u(Piji1)
—8—y2(Pm‘) = I e 2 0(h?).

En résumé, on notant w;; une approximation de la solution de (2.3) au point P, la
discrétisation par différences finies se ramene a la résolution du systeme linéaire

1 1 . ‘
w5 (=uimrj + 205 — w1 g) + o5 (Suijo1 + 20 —uige) = fijp 1<I<SN, 1< <M

h? h
(2.6)
Ui = Uipp1 = Upj =uny1; =0, 1< <N, 1 <7< M.
2.7)

C’est un systeme linéaire et on aimerait pour le résoudre pouvoir 1’écrire sous la forme
matricielle

AU = F
avec A € M, (R), U, F € R" et r = N x M. Cela veut dire que nous devons ranger les
inconnus wu; ;, les points intérieurs au domaine, dans un vecteur U de dimension r = N x M,
ceci conduit a numéroter les points du maillage.

Numérotation des points du maillage. 11 y plusieurs facons pour numéroter les sommets
du maillage, par exemple on peut numéroter le sommets de gauche a droite et de bas en
haut (voir figure 3), ou considérer une numérotation selon les diagonales, numérotation
zebre, numérotation échiquier ...(voir TD) Dans l'exemple de la figure 3, on a N = 4,

b
3 9 10 11 12
y2 5 6 7 8
yi 1 2 3 4
0 x1 X2 X3 x4 a

FIGURE 3. Numérotation des sommets de gauche & droite et de bas en haut.

M = 3 et r = 12, le sommet m = 7 correspond au point P35 = (x3,y2) et le sommet
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m = 11 correspond au point Ps3 = (z3,y3). On vérifie alors que la numérotation globale
pour m = 1,7 correspond alors aux points F; ; avec

m=i+(j—1)N, pouri=1,N, j=1,M.
On peut écrire dans ce cas les équations du systeme linéaire
Eq. 1:4u; —us —us = h*fi
Eq. 2 : 4duy — uy — u3 — ug = h’fo

Eq.724U7—U3—UG—U8—U11:h2f7

ce qui correspond a l’écriture matricielle suivante

O O OO OO oo [an)
o
|
—
S
o
o
(@]
|
—
oS O O O

O OO o oo
S O O O

cas général : .....

On peut également écrire les matrices associées a différentes numérotations. En tout cas,
il est clair que la numérotation influence considérable la structure de la matrice A. La
matrice A est creuse dans le sens ou elle contient beaucoup de zéro. En effet, pour tous N
et M, chaque ligne de la matrice A contient au plus cinq éléments non nuls.

2.2. Exemple 2. Probléemes de réseaux.

Soit un réseau fermé de noeuds P; et d’arétes E; ; reliant les noeuds P; et P;. C’est le
cas de canalisations d’eau, de lignes électriques ...

A chaque noeud est associé un potentiel u;. Dans chaque aréte circule un fluide dont
I'intensité (ou le débit) est proportionnel a la différence des potentiels ¢; ; = k; ;(u; —u;). Le
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P1 P4

P9
P3
P8 P7
P5 o6 pi
FIGURE 4. Réseau de canalisation

réseau est alimenté a partir de noeuds sources. La loi de conservation impose que le débit
total est nul si le noeud est isolé (a I'intérieur du réseau), ce qui se traduit par I’équation

suivante
Z qij = Z kz](uz - Uj) =0 (2'8>
jeV(i) jEV(i)
u = u* donné sur les noeuds sources P*, P** (2.9)
avec

V(i) = ensemble des voisins du noeud P;.
A titre d’exemple, V' (4) = {1, 3,2} et V(7) = {3,2, P*}. Le systeme (2.8) est linéaire. Pour
alléger les notations, on prend ici k; ; = 1, les équations du systeéme linéaire sont :
Eq. 1: (ug —ug) + (ug —ug) + (ug —uz) = 3u; —ug —uz —ug =0
Eq. 2 2u2—U4—U7:0

Eq. 7:ur—us4+u;—u" =0 = 2u; —uz = u”

ensuite, il est aisé d’écrire ce systeme sous la forme AU = F. Noter que ce systeme est
creux parce que un noeud dépend uniquement de ses voisins.

2.3. Graphe associé a une matrice et inversement

La numérotation des sommets d’un maillage ou d’un réseau modifie considérablement la
structure creuse de la matrice associée. Il y a des techniques de renumérotation permettant
de réduire la largeur de la bande ou du profil de la matrice. Ces techniques sont basées sur
la notion de graphe.

Soit A une matrice carrée, A = (a;;) d’'ordre N. A chaque colonne de la matrice on fait
correspondre un sommet S;, ¢ = 1, V.
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Un arc relie S; a S; si a;; # 0.
Un graphe est formé de I’ensemble des sommets et de arcs.
Exemple.

4300 .
1 5
L0210
o103
6 5 0 0
S5 Sy

A chaque sommet, on peut associer I’ensemble de voisins :
V(S;) ={S;, j #1,5:5; est un arc}

Un chemin allant de S; a S; est une suite d’arcs, si elle existe, telle que (S5;,5;,),
(Sir, Siy)--(Si,, S;) soient des arcs du graphe.

Un graphe est dit fortement connexe s’il existe au moins un chemin allant de tout
sommet S; a tout sommet S;. Ainsi le graphe précédent est fortement connexe. Par contre,
pour la matrice suivante

S,

le graphe n’est pas fortement connexe car il n’y a pas de chemin allant de S3 a Sj.
Lorsque la matrice est symétrique (a;; # 0 ssi aj; # 0) on définit Paréte comme étant
I’ensemble des deux arcs.

51 S,
®
3001
0 21 2
A= 0143
1 2 30
o

54 S?
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2.4. Les matrices irréductibles

Soit A une matrice d’ordre N définie par blocs sous la forme suivante :

_( An Ap
= ()

avec A;; une matrice carrée d’ordre P et donc Ay une matrice d’ordre N — P. La résolution
du systeme linéaire Ax = b est équivalent a

{ Aoz = by

Anzy = by — Ao

avec ¥ = (11, 22), r1 € RY et 2o € RVF: de méme b = (b, by). Autrement dit, la résolution
de ce systeme linéaire de taille N est réduite a la résolution de deux systemes linéaires de
tailles plus petites.

Définition 2.1. — Une matrice d’ordre N est réductible ssi
— il existe une matrice de permutation P telle que

B, B
_ pt _ 11 12
B—PAP—( 0 B22)

— soit encore, Il existe une partition de {1,2,...,N} en deux ensembles d’indices I et J
telle que a;; =0 pouri € I et j € J.
— soit encore, Il existe o une permutation : {1,2,... N} — {I,J} .

Exemple. Clairement la matrice

-1 2 3 4
5 6 10 11
A—
0 0 11 13
0 0 20 30
est réductible. Soit maintenant la matrice
30 0 20 O
11 10 6 5
B= 13 0 11 O
4 2 3 -1

La matrice B est réductible. En effet, soit la permutation d’indice suivante et on note

1 1 2 3
o 4 2 3 1
TABLE 1. Exemple de permutation.
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FIGURE 5. Graphe de A (a gauche) et graphe de B (& droite)

B = B,, ceci signifie que les coefficients b; ; de la matrice B s’écrivent

bi,j = bo(i),o(j)-

On alors b1y = bo(1),01) = baa = —1; b1z = bo(1),0(2) = baz = 25 biz = bo(1),0(3) = bag = 3,
ainsi de suite ... on trouve finalement que B = A qui est réductible.

Il est clair qu’il est difficile de trouver une permutation pour savoir si la matrice est
réductible ou irréductible. Un moyen simple de le savoir est de regarder le graphe associé a
la matrice. Les graphes associés a chaque matrice de I'exemple précédent sont représentés
sur la figure 2.4.

Le graphe de A n’est pas fortement connexe car les sommets {S3, S4} ne sont pas reliés
aux sommets {S3,S5;}. De méme, le graphe de B n’est pas fortement connexe car les
sommets {Si, S3} sont indépendants des sommets {Ss,S,}. Noter que le graphe de A est
identique & celui de B quitte a renuméroter les sommets. Autrement dit, en renumérotant
les sommets de la matrice B selon la permutation ¢ définie par le tableau 2.4 on obtient
que la matrice B est réductible. On conclut que

Proposition 2.1. — Une matrice est irréductible ssi son graphe est fortement conneze.

2.5. Localisation des valeurs propres

Théoréme 2.1. — (Gerschgérin-Hadamard 1)
Soit A une valeur propre de A. Alors

N
A€ UN_ Dy avec Dy = {2z € C?, |z — ai| < Z lag;|}-
j=1,j#k

Les valeurs propres de A appartiennent & Uunion des N disques Dy, de Gerschgérin.
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Im(X)

Re())

FIGURE 6. Disques de Gerschgorin.

Démonstration. — Soit u un vecteur propre associée a A tel que max ||u;|| = |ux| = 1. On
(2
a

N
Au =\ <= Zaiju]— = Auy, Vi.
i=1
En particulier,

()\ — akk)uk = Z Qp;Uj,

%k
on déduit,
N = arelun] = (A = arel < laglug] <D lany| car Ju;] < 1.
7k 7k
On ne connait pas k, mais on déduit A\ € Uy_, Dy. O
Exemple. Soit
1+ l 2
A=\ -3 247 1
1 i 6

Les disques de Gerschgorin sont A € C? vérifiant : [A— (1+4)| < |i] +2 =3, [\ —(2+1)| < 4
et [\ — 6] < 2. On dessine dans le plan complex ces trois disques (Fig. 2.5) et les valeurs
propres sont situées dans I'union des trois disques.
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leur propre

FIGURE 7. Localisation des valeurs propres sur la frontiere

Théoréme 2.2. — (Gerschgérin-Hadamard 2)

Soit A une matrice carrée et de graphe fortement connexe.

St une valeur propre X est située sur la frontiere de la réunion des disques, alors tous les
cercles de Gerschgorin passent par \.

= 8( Un_, Ek> — ANy, <8ﬁk>, (2.10)
N
avec Dy, = {z € C?, |z — a| < Z lag;|}-
Jj=1,j#k

Ce théoreme sert essentiellement & montrer que A n’est pas une valeur propre (voir figure
2.5).

Démonstration. — Soit A une valeur propre et on suppose qu’elle n’est pas située a
I'intérieur de la réunion des disques, alors il n’existe aucun k tel que
A — k] > Ay, (2.11)

ot Ay = >, lax;|. On pose ml?x||uk|| = |u;| = 1, alors |\ — a;| < A; (car A € Sp(A)) et
d’apres (2.11), on a
A= ai = A= Jayl. (2.12)
JFi
Soit Z = {i,u; = 1,i =1, N}. On a I = (), il contient au moins un indice. Donc, Vi € I, on

a
D laggllugl = 1 agus] = [ = ai)usl = |A = as| = A = Jag],
J#i J#i J#i
on en déduit que
D lagl (1= Jus]) >0,

J#i
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or |uj| <1, ce qui implique que

|aij| (1 = |u;]) = 0,Vj =1, N.
Sij¢Z, alors |uj| <1leta; =0 (aveci€Zetj¢Z). Onnote J le complémentaire par
rapport & {1,2,--- , N} de Z. Si J # 0, alors la partition Z, J serait telle que

VieZ,VjeJ, onaa;=0,
or la matrice est irréductible, donc cette partition est impossible et donc J = (). Autrement
dot,Vi=1,N,on a |u; = 1| et I ={1,2,--- N}, ce qui se traduit par (2.12) pour tout 4,
c’est a dire

AN —ay| =A; = Z la;j|, pour tout i =1, N.
J#

Définition 2.2. — on dit que
— A est a diagonale strictement dominante si
la| > lagl|, Vi=1,N.
J#
— A est a diagonale fortement dominante si
|a| > Z |ai;l, Vi,

J#

et il existe au moins un indice k tel que

lare] > > lag].
itk
Exercice. Montrer que :

Une matrice a diagonale strictement dominante est inversible.
Une matrice a diagonale fortement dominante et irréductible est inversible.
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2.6. Méthodes directes pour la résolution de systemes linéaires

On a vu que la discrétisation de systemes modélisant des phénomenes physiques donne
lieu & un systeme linéaire de grande taille et creux (la matrice contient beaucoup de zéro).
Par exemple, pour une matrice tridiagonale de taille N, le nombre de coefficients non nuls
est 3N a comparer avec N2 le nombre des coefficients d'une matrice pleine ; pour N = 3000,
il est facile de voir que 0.1% des coefficients sont utiles pour résoudre le systeme linéaire.
Il est alors judicieux que le stockage de la matrice soit bien adapté a la structure de la
matrice. Le seul critere pour résoudre un systeme linéaire de grande taille est la rapidité
et la précision de la méthode utilisée. Ceci passe par une méthode de résolution adaptée a
la nature et la structure de la matrice.

2.6.1. Méthode de Cramer. — La méthode de Gramer consiste a résoudre le systeme
linéaire Az = b par la formule z; = detA;/detA, avec z; est la ieme composante du vecteur
x et A; est la matrice A ou la ieme colonne est remplacée par b.

La complexité de cette méthode c’est a dire le nombre d’opérations nécessaire pour
calculer la solution est :
e N divisions
e (N + 1) déterminants a calculer
e N N! opérations pour calculer un déterminant
ainsi, la complexité vaut (N + 1)N! + N. A titre d’exemple, pour N = 25 la complexité
est de l'ordre de 4 x 10%% opérations. Considérons maintenant un ordinateur avec 1G de
ram c’est a dire qu'il effectue 10° opérations par seconde. Ensuite, calculons le nombre
d’opérations que cet ordinateur effectue par milliard d’années :

107 (opérations/secondes) x 3600(secondes/heure) x 24(heures/jour)
x 352(jours/an) x 10?(an/milliard) = 3 x 10%

et enfin le temps qu’il met cet ordinateur pour résoudre un systeme linéaire de taille 25 x 25
par la méthode de Cramer est

4 x 1016
T X105 > 10 milliards d’années

ce qui est plus grand que ’age de la terre!.

Inversion d’une matrice. Résoudre Az = b est équivaut & x = A~'b, mais le cotit pour
calculer 'inverse d'une matrice par la formule A™' = Co(A)/detA est aussi de Pordre de
(N +1)N!. Ce que nous voulons est la résolution du systeme linéaire sans calculer 'inverse
de cette matrice parce que dans tous les cas le calcul de A™! est trés cofiteux.

Une méthode simple pour calculer I'inverse d’une matrice est de résoudre N systemes
linéaires. On note ¢; les vecteurs colonnes de la matrice A~ et A~! est solution de AA™! =T
ceci est équivalent & Ac; = e; avec (e;); est la base canonique de RY.
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2.6.2. Méthode de Gauss. — La méthode de base la plus utilisée pour la résolution
des systemes linéaires et la méthode d’élimination de Gauss. La méthode de Gauss consiste
a déterminer une matrice P telle que le systeme équivalent PAx = Pb soit triangulaire
supérieure et donc simple a résoudre.

e La résolution d’un systeme triangulaire supérieure est aisée par la procédure de remontée.
Soit le systeme Uy = b avec

Uy U2 - Uin
U9  U23 st Uon,
U= Ui Uj 341 Uin

)

Up—1,n—-1 Upn—1n
Unn

I’algorithme de la remontée consiste a résoudre le systeme en commengant par la derniere
équation :

fn

nn

fn—l — Up—1,nYn

Up—1n—-1Yn—1 + Un—1,nYn = fn—l = Yn-1=

Up—1,n-1
N N
i ™ 2 j—it1 WijYj .
wiyi + > uigy; = fi = yi= fim i o pour 7 = N, 1
Jj=i+1
Algorithme.
Pour i=n & 1 par pas de -1 faire
s=f (i)
pour j=i+l a n faire
s=s-u(i, j)*y(j)
finj
y(i)=s/u(i,i)
fini
Calculer la complexité de cet algorithme.
e Exemple d’élimination de la méthode de Gauss.
4 2 30 1 9
1 1
0215 T4 8
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ce qui est équivalent a résoudre :

( 4LL’1+ 21’2—'— 35(73—'— 0= 9
1 1

T+ 51’2—'— 0+ 55(74 = 2

3 17

271+ §l’g+ drs+ 14 = 5

L 0+ 21’2—'— T3+ 55(74 = 8

La méthode d’élimination de Gauss se fait en 3 étapes sur cet exemple.
Etape 1. Elimination de x; dans les les trois dernieres lignes Ly «— Lo — iLl (i.e. Lo est
remplacé par Lo — iLl) et Ly «— L3 — %Ll. Le coefficient a1 = 4 est appelé le pivot ; ce

qui donne

( 41’1—'— 2$2+ 35(73+ 0= 9
3 1 1
0+ 0‘|‘ _ng_l— 51’4 = _Z
1 5
0+ §$2+ §$3+ Ty = 4
L 0+ 2z9+ T3+ Oxy = 8

Etape 2. Elimination de x5. On décrit ici la méthode sans faire de combinaison maligne des
équations. Ici, il y a un probleme car le pivot ags est nul. On échange alors les lignes Ly et
Lo, ainsi :

(dri+ 239+ 3x3+ 0= 9
0_'_ 2£L’2+ ,f(j'g—i— 5:(;‘4 e
1 5
0—|— §$2+ §$3+ Ty = 4
0 0 3 11
L + + _ng_l— 51’4 = _Z

et maintenant, on effectue 'opération : Lg «+— L3 — iLg

(dxi+ 239+ 3x3+ 0=
0+ 2xo+ T3+ Ory = 8
9 1
0+ 0+ ZLU3— ZLE4 = 2
0+ 0+ 5 + L = !
\ 4T 9T T Ty

Etape 3. Ly — L, + %L3
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( 41’1+
0+

0+

0+

\

21’2+
21’2+

0+

0+

3£E3‘|—
T3+
9

4
0+

0=

51’4

1
—T

4
3

—
12

4

4:

8

2

El
12

23

et une résolution directe de ce systeme par ’algorithme de remontée donne z; = xy = 3 =

Ty = 1.
Algorithme général.

2.6.3. Méthode de Cholesky. — voir TD.






CHAPITRE 3

METHODES ITERATIVES

Le principe de base de de telles méthodes est d’engendrer une suite de vecteurs zj, (les
itérés) convergente vers la solution x du systeme linéaire Az = b.

La plupart des méthodes itératives sont de la forme suivante :

Partant d’un vecteur arbitraire xg, on engendre une suite (z); définie par

L1 = Bmk +c (31)

avec B une matrice M, ., (K), c € K"; avec K =R ou C.

Définition 3.1. — Une méthode itérative de la forme (3.1) est dite convergente si pour
tout xy, on a

T — x, quand k — oo

et la limite vérifie Ax = b. (Ax = b est équivalent alors a x = Bx + ¢ )
Définition 3.2. — L’erreur d’approrimation a la kieme étape s’écrit

ey =2 —x = Bry_1+c— Br —c= B(xy_1 —x) = Beg_1.

Et ausst
e = Bkeo, Vk € IN.
Définition 3.3. — Une méthode itérative est convergente si pour tout xy, on a
Jim ex =0

Ceci est équivalent a :

lim B¥ =0 <= Vz € K", lim B*z =0 <— klim |B||* = 0 pour toute norme matricielle.

k—o00 k—o0

Théoréme 3.1. — (Convergence des méthodes itératives)

On a
lim B¥ =0 <= p(B) < 1.

k—o0
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Pour qu’une méthode itérative de la forme (3.1) soit convergente il faut et il suffit que
p(B) < 1. on rappelle que p(B) désigne le rayon spectrale de la matrice B (p(B) =
max; |\;(B)|).

Démonstration. — (=) si p(B) > 1, il existe A, valeur propre de B , telle que |A| > 1.
Soit z # 0 vecteur propre associé & A, alors B*¥z = \fz et comme |\¥| — 1 ou oo alors B¥z
ne converge pas vers zéro, ainsi limy_,., B* # 0.

(«<=) On suppose p(B) < 1, c’est a dire que |\ < 1, [ = 1,7 avec A, valeur propre de B.
Toute matrice est semblable a une matrice de Jordan et on conclut. O

Corollaire 3.1. — Si |B|| < 1 alors p(B) < 1 et la méthode (3.1) converge.

La preuve est immédiate car

p(B) < |B].
En effet, soit Bx = Az alors |A|||z|| = ||Bz|| < || B]|||z||, soit encore |A| < || B|| pour tout
A € Sp(B).
Définition 3.4. — On appelle tauz asymptotique de convergence d’une méthode itérative

le nombre Ry, = —log p(B). Ce nombre est positif car p(B) < 1.

Ce taux de convergence permet de mesurer le nombre d’itération nécessaire pour réduire
Ierreur d’un certain facteur.

Proposition 3.1. — FEtant donné 0 <n < 1, si le nombre d’itération k > g;o(gfg alors
lexll < mlleoll-
Démonstration. — On a e, = Breg et |lex]| < || B*|||leoll, Vk. Pour avoir L&l < 5 on

impose | B¥|| < n, soit |B¥||* < n* alors log | BF||* < +logn, or ||B*|| < 1 alors k >

logn _— __—loen _ Tyautre part,
log || B¥|| & —log || B*|| %

p"(B) = p(B") < ||B*|, alors p(B) < || BY||F,
ainsi — log p(B) = Reo(B) > —log || B¥||* et donc
1 < 1
Roo(B) = “log | BH[[E
Enfin, on choisit alors k le nombre d’itérations :

—logn
k>

pour réduire l'erreur initiale de 7.
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3.1. Méthodes itératives classiques

3.1.1. Méthode de Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation. — Soit A une matrice d’ordre
n telle que a; # 0, i = 1, n. On décompose A sous la forme

A=D—-FE—-F
avec

D la diagonale de A
—F la partie inférieure stricte
—F' la partie supérieure stricte.

e Méthode de Jacobi. Résoudre Ax = b est équivalent a
Dz = (FE+ F)x +b.
La méthode de Jacobi est basée sur la décomposition précédente et elle s’écrit

H T arbitraire

Dz = (E+ F)xp +b (3:2)

Il est facile a chaque itération de calculer x;,q en fonction de x car la matrice diagonale
D est inversible. Les composantes du vecteur xy; vérifient

n

a'ii(xk-‘rl)i - - Z aij(l'k)j + bi,
J=1,j#i

soit encore
n

(Thi1)i = ( — Y a(m); + bz’) / aii-
=1
Sous forme matricielle x4, s’écrit

Th1 = DN E+ F)ag+ Db = Jay + ¢, (3.3)

la matrice J = D7'(E + F) est la matrice d’itération de Jacobi. La méthode de Jacobi
converge ssi p(J) < 1.
Pour programmer cette méthode, on a besoin de stocker les vecteurs zj et xyq.

e Méthode de Gauss-Seidel. Elle est basée sur cette décomposition :
Ar=b <= (D—E)x=Fz+1b

la méthode de Gauss-Seidel s’écrit

T arbitraire
(D — E)flfk_i_l = ka + b
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D — FE est une matrice triangulaire inférieure et pour calculer x;,; en fonction de xy, il
suffit d’appliquer I'algorithme de descente suivant :

pouri=1,n
n

i (Tr41)s g aij(The1); g aij(zy); + bi,
j=itl

soit encore
n

()i = ( - Z ai(anen) = 3 (e +b) fai
j=i+1
Noter que dans la boucle de calcul, les composantes du vecteur (zy41); pour j = 1,4 —1
sont déja calculés et on peut utiliser un seul vecteur pour programmer cette méthode. Sous
forme matricielle xj,, s’écrit

Tp1 = (D — E)Y 'Fa, + (D — E) b = Gay, + (3.5)

la matrice G = (D — E)7'F est la matrice d’itération de Gauss-Seidel. La méthode de
Gauss-Seidel converge ssi p(G) < 1.

e Méthode de relaxation. Elle est basée sur cette décomposition : Soit w # 0, la
matrice A s'écrit A = (2 — E) + (D — 2 — F). Le systeme Az = b s’écrit (2 — E)z =
(22D + F)z + b. La méthode de relaxation s’écrit :

xo arbitraire (3.6)
soit encore
(D —wE)xpy = (1 —w)D 4+ wF)zy, + wb,
La matrice d’itération s’écrit alors
Ly,=(D—-wE) 1((lw)D +wF).
Les composantes du vecteur z;,; sont solutions de
i—1 n
i (Tpq 1 )i = = 20500 Qi (T1)j — Do G (Tn); + b (37)
(@rr1)i = (@) + w((@py )i — (@):i)-

Pour w =1, c’est la méthode de Gauss-Sidel.

Théoréme 3.2. —

1. Soit A une matrice symétrique définie positive (ou hermitienne définie positive), alors
la méthode de relaxation converge si 0 < w < 2.

2. Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ou a diagonale fortement domi-
nante et irréductible) alors la méthode de Jacobi converge et la méthode de relazation
converge pour 0 < w < 1.



3.2. METHODES DE GRADIENTS 29

La démonstration de ce théoreme est illustrée par des exemples.

3.2. Méthodes de gradients

Principe de la méthode. Soit A une matrice symétrique définie positive. Résoudre AT = b
est équivalent a minimiser la fonctionnelle

J(x) =< Az,z > -2 <bx>.

La fonctionnelle J est quadratique et définie positive, elle admet un minimum global T
solution de J'(T) = 2(AZ —b) = 0. On note e(x) = (T —z) et r(x) =b— Az = A(T —x) le
résidu du systeme Ax = b. On définit I’énergie

E(z) =< A(T — 2),(T — 2) >=< Ae(x),e(x) >=< r(x, A r(z) > .
Minimiser J est équivalent a minimiser F car
E(x)=<Az,z > -2 < AT,z > + < AT, T >
=< Az,x > -2 <bx>+ < AZ,T >= J(x)+ < Az, T >, (3.8)

comme < AZ,T > est une constante, F et J atteignent leur minimum au point point.
Une méthode de descente est une méthode itérative sous la forme suivante

Tht1 = T + QgDk, e 7 0,

avec oy, le pas de descente,
pr la direction de descente.
On choisit ay, et pg de telle sorte que

E(l’k_H) < E(l’k)

Exemples de méthodes de descente :

eMéthode de Richardson. C’est la méthode de gradients a pas constant.
ap = a > 0; P =71 =b— Axy.
Les itérés vérifient
Tpe1 = T + a(b — Axy) = (I — aA)zy, + ab.
Théoréme 3.3. — Soit A une matrice symétrique définie positive de valeurs propres
0< A <A <. <Ay

Alors la méthode de Richardson converge pour 0 < a < % Le meilleur choix de o, notée
Qopt, celui qui minimise p(I — aA) est donnée par oy = ﬁ

Démonstration. — Voir TD. O
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eMéthode de gradients a pas optimal. On considere la direction de descente p =
ry = b — Axy. La méthode s’écrit

Tp+1 = T + QT = T + Ozk(b — Azk) (3.9)

Le choix optimal de a4 consiste, a chaque itération, a choisir a; pour minimiser ’énergie
E(xp41) dans la direction r;. Le parametre oy est choisi tel que

E(x, + agry) = E(Tg41) = m€1£ E(zy + arg).
Calcul de a. On a E(x) =< A(T — ), T — x >, ainsi
E(zp+ar) =< A(zp+ary—T), op +ary —T >= B(xp) — 20 < 1,13 > +a? < Arg, 7 > .

C’est une équation de second degré en v et < Ary, rp >> 0 car A est une matrice symétrique
définie positive, donc le minimum est atteint par
< T, T >
ap = ———.
< Ar ks Tk >
Alors la méthode s’écrit
< Tk, Tk >

Te+1 — Tk + - Tk.
< AT’k,Tk >

La méthode est équivalente a xp11 = (I — apA)xy, + b, pour montrer la convergence
de la méthode, on ne peut pas appliquer le théoreme 3.1 parce que la matrice d’itération
(I —axA) dépend de k. On montre directement que r, — = = A~'b (voir TA-2007 exol).

eMéthode des gradients conjugués. On choisit oy, et la direction de descente py.

3.3. Calcul de valeurs propres et de vecteurs propres

La recherche de valeurs propres et de vecteurs propres est un probleme qui intervient
naturellement dans I’étude de la dynamique des structures. Par exemple
Ezemple. Flambage d’une barre. Soit une barre de longueur [, fixée a une extrémité H. On

applique une force P vers le bas dans la direction de I'axe. Quand P est faible, pas de
déformation de la barre. Quand P augmente, une valeur critique P est atteinte & partir de
laquelle la barre se déforme.
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P Soit une barre de longueur [,
-i- fixée a une extrémité H. On
applique une force P vers
le bas dans la direction de
I'axe. Quand P est faible,
pas de déformation de la
barre. Quand P augmente,

une valeur critique P est at-
teinte a partir de laquelle la

i 1 barre se déforme.

_\%
\ u
\ On note u(x) le
\ déplacement  du  point
1 1 . 7 N .
+  Déformatior situé a I’abscisse perpen-

/ diculaire a l'axe de la
barre.

X

Pour des petits déplacements, u vérifie

dr(a(z)2) + Pu =0
et (10

a(z) dépend des caractéristiques de la barre (section, module d’élasticité). Si
a = constante, alors

() = Pulz)
{ u(0) = u(H) =0, (3:11)

P est une valeur propre. Les solutions (3.12) sont ux(z) = sin(*2%, et P, = “12{]32, ke IN*.
Pratiquement ici, on est intéressé par la plus petite valeur propre P, = 7%/ H?.

Sia = a(x), onn’a pas de solution analytique, en général, de I’équation (11.9). On peut alors
chercher une solution approchée en discrétisant le probleme par exemple par la méthode

des différences finies :
ug = un41 = 0.

Ce systeme est équivalent a AU = AU avec A\ = P la plus petite valeur propre et elle
désigne la charge critique.

3.3.1. La méthode de la puissance itérée. — Elle permet le calcul d'une approxi-
mation de la valeur propre de plus grand module ainsi celle d'un vecteur propre associé.
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10 0

Exemple. Soit A = < 9 1

1
) de valeurs propres 10 et 1 et de vecteurs propres < 1 )

1
et ( (1) ) . Si on prend xy = ( 1 ) # 0 et que l'on calcule successivement x; = Ay,

Ty = Axy,...xp11 = Axyp on obtient x; = < i% ) D Ty = < i%(; ) ;T3 = < i%%% ) -

. .. ., 1
Ce qui montre tres vite que xp 1 ~ 10z, et x5 est colinéaire au vecteur propre ( 1)

Ce qui donne rapidement l'algorithme de la puissance itérée suivant

qo € CV tel que ||ql| =1

pour k=1,2, ...
3.13
Ty = Agp—1 ( )
Gk = o/ [|zk]-
Moralement, ce qui se passe Aqy_1 = ||zx||gx on s’attend alors que ||xx|| — |A\1] la plus

grande valeur propre en module. Et si \; > 0, alors Agy_1 =~ ¢ et g — w1 un vecteur
propre associé a ;.

Théoréme 3.4. — Soit A une matrice d’ordre N, diagonalisable dont la valeur propre
du plus grand module A\ est unique et simple

M| > el = [As] > o> A,

Soit gy € CN dont la composante selon le vecteur propre associé a A\, est non nulle.
Alors la suite définie par (3.13) vérifie

N, \ K
i) lim ()\—1|> qx = q est un vecteur propre a droite de norme 1.
1

k—o0
i) Jim || gl = Tion [l = .
iii) lim Tnl) _ A1, pour 1 < j < N si qu(j) # 0.
k=0 qx(J) \
Le facteur de convergence de toutes ces suites est %
1
Démonstration. — A est diagonalisable, on note (uq,us,...,uy) une base de vecteurs

propres de A associée aux \;, i = 1, N.

N
g €CY = ¢ = Zaiuu
i=1

le choix convenable de qq est de choisir ay # 0, et on écrite
N

go = oauy + Y oy, et ag # 0,
i=2
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ceci signifie que gy n’est pas orthogonal au sous espace propre a gauche associé a A;.

i) On calcule tout d’abord ¢, en fonction de gg. On a
o Aqo
lz1]l ([ Agoll’

A A A
nﬁm_ QmﬁQA‘W§HVWM§H

Aon
| AFqo|

1 =

q2 =
Par récurrence
qx =

D’autre part

N N N
i (Ai\F
Akqo — Ak(Z a,-u,-) = Zal)\ful = Oél)\lf |:U1 —I—Z 3—1()\—> Ul] = al)\’f(ul +6k),
=1 =1 1=2

1
N
avecek—ga—l<>\—l) U; ‘)\‘

et pour tout ¢« = 2, N, alors

k
</\—) — 0 quand k

er — 0 quand k — oo,

k
de plus e ~ <i—f) pour k grand. D’apres la formule de récurrence (3.14) on a

q APqq o A (uy + ey)
k= = )
[A*qoll laaf|Aa]*]lus + exl]
ainsi
At k= ot + ) S e q proportionnel a u
e = _— = 1.
Y |aa|fus + e || fJua ]
ii) on a
Aq 041)\If(AU1 + Aek)
k = )
| [[Aa]*llus + exl]
et
gy = It Aed _ JAnl_,
[[ur + el [ | v
iii)

() Awl) o, Ao N, Afgy N
o)~ 20~ AT/ ([ 0>
D’apres (3.15), on a

() N (W) + e () _ (u1(j) + ex+1(4))
) )

w0) - awO) ral) @) ral) "

(3.14)

(3.15)

— OO

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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Proposition 3.2. —

— La méthode de la puissance itérée converge si A est diagonalisable et la valeur propre de
plus grand module est unique et de multiplicité p > 1.

— St la matrice n’est pas diagonalisable mais la valeur propre dominante est unique alors
la méthode converge.

Démonstration. — On a Ay = Ay = ... = A\, et [A\| > A\pp1. On reprend la méme preuve
que précédemment, il vient

Akgy = Ak [(g a;u;) + i:él a; (%)kuz] )

On pose u =Y ", ayu; # 0, donc

Afgy = M (u+ ex) = Mu,

ainsi
A PR
VL vecteur propre associé a ;.
1
]
3.3.2. Méthode de la puissance inverse. — Elle permet la recherche de la plus petite

valeur propre en module. Il suffit d’appliquer la méthode de la puissance itérée a la matrice
A~L Les valeurs propres de A~ sont u; = /\i ou \; est valeur propre de A. On suppose

(Al > [Xa] > [As] = o = [Av o] > [Avaals

On a
11

La méthode de la puissance inverse s’écrit :

max || = = |unl.

Qo € CV tel que [jqo =1, qo = ZzNzl Qiui, ay #0
pour k=1,2, ...

3.21
rp = A" gr ( )

a = i/ ||zi]|-

Le vecteur xj, est déterminé par la résolution du systeme linéaire
Az = g1

On peut alors décomposer la matrice A sur la forme A = LU et résoudre a chaque itération
le systeme linéaire de fagon simple. On a évidemment klim A gl = klim k|l = |l
—00 — 00
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Application : Recherche de la valeur propre la plus proche d’un nombre donné. Soit A
donné. Soit A\ une valeur propre de A telle que A soit la plus proche de A, autrement dit
A — X représente la valeur propre de plus petit module de A — \ :

A#EN A=A <A—pl, Ve Sp(A){A}L.
On applique alors I'algorithme de la puissance inverse a A — A

o € CV tel que [|qo]| = 1
(A= Nz = qe (3.22)
@k = i/ ||k






CHAPITRE 4

INTERPOLATION ET APPROXIMATION

4.1. Introduction

e On se donne un ensemble de points (x;, f;) obtenus suite a une mesure expérimentale
(f; représente la température, pression, débit, ....) pour connaitre la valeur de la fonction
mesurée en d’autres points dans le domaine, on peut alors représenter la fonction f par un
polynome.

On cherche P un polynome tel que
P(z;) = f(z;). Un tel polynéme inter-
pole la fonction mesurée aux points des

mesures r;

On cherche P un polynome le plus

proche des valeurs mesurées. L’approxi-
mation au sens des moindre carré

/\\/\/\ consiste & p tel que

Z Ip(z;) — fi|? soit minimal .

xi X

e On cherche a calculer une intégrale dont on ne connait pas explicitement sa valeur.
Par exemple, on approche cette comme suit

f(x) =~ p(x)et / f(z)dr = /p(x) dx (facile a calculer)

ce qui conduit a l'intégration numérique.

e f solution d’une e.d.o

e f solution d’une équation non linéaire de la forme f = G(f)

e Soit f une fonction inconnue solution d’un probléme aux limites (équation de la chaleur
par exemple), on cherche a approcher au mieux les valeurs de f en certains points du
domaine.



38 CHAPITRE 4. INTERPOLATION ET APPROXIMATION

4.2. Interpolation de Lagrange

Soient (n + 1) couples : (xo, fo), (1, f1) ... (Tn, fn), tels que les x; sont distincts. On
cherche un polynome P tel que

P(z;) = fipour i =0,1,....,n.

Le polynome passe par les points de mesure.

Théoréme 4.1. — Il eziste un unique P € IP,, = { polynomes de degrés n} tel que

P(z;) = f; pouri=0,1,....n.

Démonstration. —
Unicité. Soient p,q € IP,, tels que P(x;) = Q(x;) = f; pour i = 0,...n, alors p — ¢ € IP,, et
il s’annule en (n + 1) points distincts alors p — ¢ = 0.
Ezistence. Base de polynomes de Lagrange.
Soit
L; € P, tel que Li(x;) = 6;;,i=0,...,n,

alors {L;},—o est une base de IP,, (famille libre).
Construction de L;(z). On a L;(z;) = 0 pour j # i donc = — z; divise le polynome

Li(x) =X [[ (@-2)) eP, = XeR,

=0,j#i

A est calculé par L;(z;) = 1 ce qui donne A =

1
- . Les polynomes de Lagrange
Hj:O,j;éi(xi — ;)

sont

L(z)= [[ =—2,i=0,n. (4.1)

i=0g#i ="t
U

Théoréme 4.2. — (Erreur d’interpolation de Lagrange)
Soit f € C"([a,b]) et a < xg < 11 < T9 < ... < 1, < b. Soit p le polynéme de Lagrange
définit par
p(x;) = f(z;) pouri=0,1,...,n.
Alors

) = plo) = e (), (1.2

avec L(x) = H?ZO(:E —z;), a <min(xg, ) < £ < max(z,z,) <b.
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Démonstration. — Si x = x; alors f(z;) = p(z;) et L(x) = 0 ce qui établit (4.2).
soit x # x;, i = 0,n. Considérons la fonction w définie par :

w(t) = f(t) — p(t) — L{t)k(x)
avec la fonction k(x) est donnée tel que w(x) = 0, soit encore k(x) = %. On a
w(z) =0,w(z;) =0,i=0,n

w s’annule en (n + 2) points distincts et d’apres le théoreme de Rolle
w’ s’annule en (n + 1) points distincts, et donc

w” s’annule en n points distincts, ...

w1V g'annule en 1 point ; Il existe & €a, b] tel que w V(&) = 0.

w D (g) = fUHD(€) = p™ D (E) — (n+ 1)lk(z) = 0
or p"t1(¢) = 0 car p € IP,,, ce qui donne

f0E) _ fla) —pla)

k: pum— =
@) =) L(z)
ce qui établit (4.2). O
En majorant 'erreur d’interpolation, on a
1
- < — (1) L(z)]. 4.
10) = @) < fompy s 11O max L (o) (43)

L’erreur d’interpolation résulte de deux termes : le premier terme m[a);:] | £ ()| dépend
z€|a,

de f et on ne peut pas 'améliorer car f est donnée, par contre le deuxieme terme max] |L(z)]

)

dépend de la distribution des points ;. On peut choisir I’ensemble des points {x; };—o , pour
que lerreur m[a% |L(z)| soit minimal.

z€[a,
4.2.1. Meilleur choix des points z;. — Le polynome L(z) = (z — x¢)(z — z1)...(x —
Tpy1) est un polynome de degré (n + 1) dont le coefficient de 2" est 1. Le meilleur choix
de {x;}izo, est alors les racines du polynome L(x) vérifiant

e | L(2)| < max [g(@)], Vg € Py et g(z) = 2™ +aa” + . (4.4)
x€|a, xE|a,

Nous allons voir que les polynomes de Tchebychev répondent a cette question. Les po-
lynomes de Tchebychev sont définis par
T, (x) = cos(n arccos(x)), re[-1,1,n>0.

Vérifions d’abord que T,,(z) € IP,,. On a Ty = cos(0) = 1 et T1(z) = x et on a la relation
de récurrence

Ty = 22T, () — Tpey = 272™ ™ 4
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car en posant 0 = Arccos(x)
Thi1 = cos((n + 1)0) = cos(nh) cos(#) — sin(nh) sin(6)

— cos(nf)) cos(d) — %(cos((n —1)0) — cos((n + 1)0) = 2Ty (z) %(Tn_l(x) ST,

Les racines de T;, sont : T,,(x) = cos(narccos(x)) = 0, alors narccos(z) = § + km, ainsi
arccos(v) = - + %’r pour k=0---n— 1, ce qui donne que les racines de T}, sont :

2k +1
= i k=0---n—1
x), = cos( o 7); n
Les extremas de T, sont : T,(z) = cos(narccos(z)) = =1, alors arccos(z) = & ce qui
donne les extremas :
k
g =cos—;  Thlye) = (1), k=0---n.
n
Théoréme 4.3. — Les racines des polynomes de Tchebychev satisfont
Ir[lalxu T ()] < n[lax” lq(z)], VqeP, etq(x)=2""2"+a, 12" '+ .. (4.5)
TEe -
Démonstration. — On va montrer ce résultat par labsurde. Soit ¢(z) = 2" 1" +
an_ 12"t + ... # T,(z) et on suppose
< T, 4.6
Jax lg(z)] < max |Tn(z)]. (4.6)

Sur chaque intervalle [cos(2Z, cos(*E20 (kH) ], k=0---n—1,T, passe du maximum au minimum
ou inversement. On pose d(x) = q(z ) T.(x) # 0, et donc d € IP,,_. De plus q est continue
et vérifie la relation 4.6, alors sur chaque intervalle [cos(Z), cos((kJrl 1), le graphe de ¢
intersecte au moins une fois le graphe de T,,, c’est a dire d(z) s’annule au moins une fois
dans cet intervalle. Alors le polynome d s’annule n fois et comme d est un polynome de
degré (n — 1) alors d = 0, ce qui contredit que d # 0. O

Ainsi, on a montré que parmi tous les polynomes de degré n s’écrivant sous la forme
q(z) = 2" 12" +a,_ 12" 1+ ..., le polynome de Tchenychev est celui qui réalise le minimum
pour la norme infinie, c’est a dire

ITnllco-1,1 < llalleo-1,11, Vg € PPy, g(a) = 2" 12" + - - -
Autrement dit,

II[laIXH |(x — zo)(z — x1) - - - (x — z,,)| est minimal
re

si et seulement si
2k +1

72(71_‘_1)%); k=0---n.

Thir(z) =2"(x — xo)(x — 1) - - - (x — ) avec zp = (cos
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Ou encore,
pour toute distribution de points d’interpolation (zg, 21, - - , 2, ), alors
nax (@ —zo)(x —21) -+ (x —wn)| < ax [z —20)(x — 21) -+ (z — 2a),

ou les xy sont les racines de 7T, 1.

Enfin, sur un intervalle quelconque [a, b], les racines du polynéme de Tchebychev sont
définies comme suit
T fa,b) = [-1,1] ™5 R
ol ¢(x) = 2= — be
Les polynomes de Tchebychev sur un intervalle quelconque [a, b] s’écrivent :

T, = (T, 0 §)(x) = T, (p(x)) = cos(n arccos ¢(x))

et leurs racines sont : ¢(xy) = (cos (2k+1 %)k =0---n—1et donc ¢(xy) = 22 — M2 —
cos(%) ainsi x), = 450 4 ¢ cos(w) pour k=0---n—1
Remarque 4.1. — i)On a Tn+1(x) = 2"t =2 — xo)(x — ) (T — @) et
comme maxye(-1,1] |[Tn41(z)| = 1 et donc maxze—1,1) |(z — o) (x — 21) -+ (¥ — 2,)| = 5,
ainsi ’erreur d’interpolation s’écrit :
1 1
_ < - (n+1)
0 =plo)] £ e s, 17 o)L

i1) Les racines de Tchebychev, elles sont plus denses aux extrémités. Cette distribution a
pour effet de réduire le phénoméne de Runge (les effets sur le bord).

Ezxemple (TP) : comparer pour f(zx) = e‘xzsur[—S, 5] en prenant 10 points équidistants et
les 10 racines de Tio(z).

4.3. Polynome d’interpolation de Newton

Une autre fagon de construire p € P, tel que p(z;) = f; est d'utiliser la formule de
Taylor et d’introduire les différences divisées.
En effet, par la formule de Taylor, on écrit

p(z) = p(xo) + (x — 20)Qo(x) avec Qg € IP,,_1,
or p(xg) = fo ainsi
p(x) = fo+ (v — x9)Qo(2),
Ensuite pour que p(z1) = f1, alors Qo(z1) = j: prm— i?) est connu. On applique a nouveau La
formule de Taylor a Qo(x)

Qo(r) = Qo(z1) + (z — 21)Q1(x) avec Q; € IP,,_y,
soit encore

p(x) = fo+ (x — 20)Qo(x1) + (z — m0) (7 — 1) Q1 (),
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— p(¥)

p(w2) = fo, P'(22) = g2

FIGURE 1. Interpolation de Hermite

Pour assurer p(z3) = f2, on impose alors
o Jo—Jfo— (fz - IO)QO(Il)
Onlez) = (w2 — @o) (22 — 21)

on continue le procédé en faisant le développement de Taylor de (;(z) au point 5. Les
Qi(x;11) sont appelés les différences divisées.

4.4. Interpolation de Hermite

On cherche un polynome qui interpole la fonction f ainsi que sa dérivée aux points
donnés. précisément, soient les (n + 1) triplet (x;, f;, ;) pour i@ = 0,n. On chercher un
polynome p tel que

{ p(z;) = fi, i=0,n (@7)
P(x;) = g, i=0,n '

Théoréme 4.4. — Il existe un unique P € Py, 1 = { polynomes de degrés 2n+1} satis-
faisant (4.7).

Démonstration. —

Unicité. Soient p,q € Po, 1 tels que p(z;) = q(x;) = fi et p'(z;) = ¢ (x;) = g; pour
i=0,..n,alors T =p—q € Py,py et r(x;) = 7'(x;) = 0, alors (x — x;)? divise le polynome
r, ainsi r = c(x — x9)%...(x — 1,)* € Py 41y, or 7 € IPgy, g alors c =0 et 7 = 0.

Ezistence. Base de polynomes de Hermite.

On cherche une base de polynémes de 1Py, 1 telle que

p(z) = Z fidi(z) + Zgz’Bi(l‘)
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Les conditions sur les fonctions de bases sont alors les suivantes :

A;(xj) = 6, Bi(z;) =0 pour i =0,n

Al(z;) =0, Bi(x;) = 6;; pour i =0,n
les premiéres conditions permettent d’imposer p(x;) = f; et les secondes p/(z;) = g;. Ces
conditions permettent de construire les fonctions de bases. En effet,
Construction des polynomes A;. On a A;(z;) = Aj(x;) = 0 pour j # i alors (z —z;)? divise
A; pour j # i, alors Aj(x) = r(x) [[j_g j(x — 2;)* ot 7(x) € Py1. On peut exprimer ce
polynome en fonction du polynéome de Lagrange. En effet, L;(z) = []’ 2% ainsi

=0, j#i Zi—a;’
Ai(z) = q(z)L?(x), on g(z) = ax + b € P;. Les coefficients a et b sont tels que

On a
Ai(z) = (az; + b) L3 (x;) = 1 = ax; + b car Li(z;) = 1.
ainsi a = —2L.(x;) et b =1 — ax;, enfin
Ai(z) = (1 = 2(z — 25) Li(:)) L ().
Calcul de B;. Pour j # i, on a B;(z;) = Bl(x;) = 0, alors L? divise B;, d’autre part
Bi(x;) = 0, alors (z — x;) divise aussi B;. On déduit que B;(z) = c¢(x — x;)L?(x) et ¢ € R.
On détermine la constante par la relation Bj(x;) = 1; on a
Bi(z;) = cLi () + 2¢(z; — 23) Li(z) Li(2;) = ¢ = 1,

ce qui donne

Bi(z) = (v — z;) Li ().

U

Théoréme 4.5. — (Erreur d’interpolation de Hermite)

Soit f € C*"2([a,b]) et a < x9 < 11 < Ty < ... < T, < b. Soit p € Po,y1 le polynome
d’interpolation de Hermite définit par

p(xi) = (), 1=0,n
{ p(xi) = f'(zi), 1=0,n (4.8)

Alors
) = pla) = G S (49)
avec L(x) = [[j_o(x — ;)?, a < min(zo, z) < § < max(z,z,) <b.

La preuve est semblable a celle proposée pour le théoreme 4.2.
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FIGURE 2. Interplation locale par des IP; par morceaux(gauche),par des Py par morceaux(droite)

4.5. Interpolation locale

Le théoreme d’interpolation 4.2 montre que 'approximation dune fonction par des
polynomes nécessite que la fonction soit réguliere et le degré du polynome soit élevé pour
avoir la convergence lorsque le degré du polynome tend vers U'infinie. L’interpolation locale
consiste a interpoler la fonction sur des intervalles de petite taille par des polynomes de
faible degré. On va décrire cette méthode.

Soit [a,b] un compact de R. On divise l'intervalle [a,b] en M-intervalles de pas h =
(b —a)/M. On pose a; = a + ih, i = 0, M. Ensuite sur chaque intervalle [a;,a;41] on
construit un polynoéme d’interpolation p;(x) de degré m fixe aux points d’interpolation
(zi)k = a; + &, k = 0,m. Les points (z;)), sont situés dans I'intervalle [a;, a;41].

On considere le polynome d’interpolation définit par morceaux comme suit

qn(x) = pi(x), pour a; <z < a;yq. (4.10)

Le polynome g, est continue mais non dérivable aux points a;.

Théoréme 4.6. — (Erreur d’interpolation locale et convergence)
Soit f € C™([a,b]), alors
1
Va € [a,b], |f(2) = au(2)] < — sup |[fFD (2)|pmH (4.11)
m zela,b)

Démonstration. — Soit = € [a,b], il existe i € {0,1,..., M — 1} tel que a; < = < a;41.
D’apres le théoreme d’interpolation de Lagrange

0) = )] = ) = )] £ D D], € s
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avec
m

Li(z) = | [ (& = (@)l < (m + 1)@ — a)™ " < (m+ D"
k=0
ce qui établit (4.11). O

Dans le théoreme 4.6, Uentier m est fixe (en général m = 1,2 ou 3) et on regarde la
convergence par rapport a h quand A — 0, on a directement

|f(z) — qn(x)| — 0 quand h — 0.

4.6. Meilleure approximation (projection orthogonale)

Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté ((-, -)) et ||-|| la norme associée.
Soit Vi un sous espace de V' de dimension finie. On note {qi, q2, ..., v} une base de Vy.
On dit que uy € Vy réalise la meilleure approximation de f € V au sens suivant

lun = fll = min oy — £l (4.12)

On auy = Zj.vzo A5qj, avec A5 € R. Le probleme (4.12) est alors équivalent a

N
* 7 . . 2
chercher {A}} -1 n réalisant le nin I ; Nig; — fII%, (4.13)
avec A = (Aq, ..., Ay). On note
N
TN =11 Na; = FI
=0
Le minimum de cette fonction est caractérisé par :
oJ
8—)%()\*) =0, pour k = 1,n,

car J est quadratique en A et J(\) — 400 quand |A\| — +oo.
En développant J, on a

J(A) = Z Ak (g5, 45)) =2 Z Ni((ai, £)) + ILFI1

On désigne par A la matrice de coefficients a; ; avec a;; = ((¢j,¢;)) € R. La fonctionnelle
J s’écrit
JN) =< AN A > =2 < b X > +|fI?
avec < -,- > désigne le produit scalaire dans R,
Ainsi \* est caractérisé par

J(N)=0 < 2(AN" =) =0,
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A* est solution du systeme linéaire

AN =b.
La matrice A est symétrique définie positive.
En effet, soit z € RY

N N N N N
< Ax,x >= Z(AZL’)ZIZ = Z Zawxjx, Z Z (g5, @)z 24
i=1 =1 j=1 i=1 j=1
N N
= (O @Y ) = |X[P>0 (4.14)
i=1 7j=1

avec X = Zf\il gix;. De plus pour x # 0, alors X # 0 et donc < Ax,x > est strictement
positive.

Nous allons voir que a structure de la matrice A dépend fortement de la base ¢;, i = 1,n
sur plusieurs exemples.

Exemple 1. Soit V = L?(0,1) muni du produit scalaire ( fo x)dx. On
divise l'intervalle [0, 1] en N-intervalles de pas h = 1/N. On pose M =|ih, (z + 1)h[ pour
i=1,..,N—1.50it Vi = {v € V; v|M; = constante}. On a dimension Vy = N = nombre
d’intervalles. On propose la base suivante

(z) = 1 sizeM;
)= 0 sinon

Les coefficients de la matrice A sont

! 0 sii#j
a;; = ((¢,q; :/Qiqudx: i i
J (( ])) 0 ( ) ,7( ) { f( +1 ‘ql( )‘2d,f _ f +1 d.],’ _ h

ainsi A = h I (I la matrice identité) une matrice diagonale et facile & inverser.
Exemple 2. V = H'(0,1) base éléments finis IP;.

Exemple 3. Soit V = C°([—1,1]) ou V = L*(—1,1) muni du produit scalaire ((f, g)) =

1

Jo f@)g(x) d

On considere Vy = Py ensemble de polynomes de degré < N, et la base canonique de
Py =<1,z,22,...,2% >. Les coefficients de la matrice de projection orthogonale

1 1 L ) .
" 0 sl ¢ + 7 est impair
a; :/ ¢i(7)g;(x) dz:/ ' dx{ 9 L p
_1 _

1 T Sit + 7 est pailr
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La matrice A est difficile a inverser et cette matrice n’est pas creuse.

D’apres 'exemple précédent, il est alors intéressant de construire des polynomes ortho-
gonaux associés au produit scalaire désiré.

4.7. Polynémes orthogonaux

Soit Ja,b[€ R borné ou non. Soit un poids w :]a,b[— RTcontinue. On suppose
Vn € IN, f;|z|2w(z) dx est convergente. Soit £ = C%Ja,b[) muni du produit scalaire

< f,9>.= fab f(x)g(z)w(x)dx et || - ||, la norme associée.

Définition 4.1. — On appelle polynome unitaire un polynome dont le coefficient du plus
haut degré est 1, i.e. py(x) = 2™ + ap_12" 1 + ... + ag.

Théoréme 4.7. — Il existe une suite de polynomes unitaires (p,), € IN, deg(p,) = n,
orthogonauz 2 a 2 pour le produit scalaire de E associé au poids w. Cette suite est unique.

Démonstration. — Par récurrence selon le procédé d’orthogonalisation de Schmidt.

On a po(z) = 1 car pg est unitaire.

Supposons pg, p1, -..pn_1 déja construits, alors < pg, p1, ...pp—1 > forme une base de IP,,_;.
Soit p,, € IP,, unitaire, alors

n—1
pu(z) = 2" + Z Ajp;(z).
i=0

On a < p,,pr >,= 0, pour tout &k = 0,...,n, donc < 2", pp >, +Ai|lpxllo = 0 et donc

A = —%. On a alors déterminé p,, de fagcon unique car le choix des A\ est unique. [0
Théoréme 4.8. — Formule de récurrence pour construire les polynomes orthogonaux)

Les polynomes p,, du théoréme 4.7 vérifient la relation de récurrence :

Pa(®) = (2 = A)Pn-1(x) — ptnpn—2(2),

<ZTPn—1,Pn—1>w . fy = ||pn71||3
lprn—1llw 7T 22

avec N\, =

Exemples de polynomes orthogonaux.

Polynoémes de Tchebychev. |a,b[=] — 1,1, w(z) = \/11_7, T, (z) = cos(narccos(x)) =
cos(nB), 6 € [0, . on vérifie que
1 1 - 0sin#m
/_1 Tn(z)Tm(x)ﬁ dzx = i T (cosO) T, (cosf)dfd =< m/2sin=m#0

msin=m=20.
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Polynémes de Legendre. |a,b/=] — 1,1], w(z) =1,

pule) = L2 e

- 2nn! dxn

4.8. Approximation au sens des moindres carrés discrets

On dispose d’'une suite de données (ou mesures) expérimentales (z;,v;), ¢ = 1,n. On
cherche un polynome p € IP,, avec n > (m + 1) qui réalise la meilleure approximation au
sens suivant :

Z \q(z;) — ;] soit minimal . (4.15)
i=1
Autrement dit le polynome recherché p vérifie

n n
> Ip(x:) = wil* = min Y " g(a;) — yi|* soit minimal . (4.16)

i=1 qelP i3
L’avantage de cette méthode est de pouvoir prendre des polynomes de petit degré, n =
2, 3,- Soit q(x) = ag+ayz' +asx®+...+a,,x™, on cherche alors & minimiser la fonctionnelle
J : Rm*l— R* définit par

n
J(a) = Z lag + ayx; + agx} + ... + apr — yil?

i=1

avec a = (ag,ay,...,ay). Le minimum est réalisé lorsque J'(a) = 0 <= Vk =
1,m, a%(a) =0.0Ona, pour k=1,m
g(a):2i(a + a1 wf + agr? + A apa — gzt =0 (4.17)
8ak 0 125 2; mL; i) X, . .

i=1

n n
On note S, = Z zt et v, = Z st donc le systeme (4.17) est équivalent a
i=1 i=1

aoSk + a15k+1 + a25k+2 + ...+ CLmS]H_m = Vk=1,m.

ce systeme est équivalent a

S() Sl Sm Qo Vo
Sl 52 Sm—i—l aq _ U1 (4 18)
Sm Sm—i—l ng (07 Um

soit encore

Sa = v.
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La fonctionnelle J peut s’écrire également sous la forme
J(a) = || Aa —y|I* =Y [(Aa); — v,
i=1

la norme ici est celle associée au produit scalaire dans R™*! et la matrice A est donnée
comme suit

1 oz 23 .. 2P
1 xy 22 .. 2
2 2 2 € Mnx(m+1)a (419)

a € R™ et y = (yo, Y1, ..., Yn) € R™.
On va établir une relation entre la matrice S et la matrice A. En effet,

J(a) =< Aa —y, Aa — y >,
soit h € R™*! alors la différentielle de J s’écrit
J'(a)h =< Ah, Aa —y >+ < Aa —y, Ah >= 2 <" A(Aa —y), h >,
ainsi J'(a) = A(Aa — y). Le minimum de J vérifie alors
"AAa =" Ay (4.20)

ce qui équivalent a Sa = v et alors
S =t AA.

La matrice S est inversible car S est symétrique définie positive. En effet,
< Su,u >= || Aul|* >0,

si [|[Aull = 0 alors ug + 12 + usx? + ... + U] = 0 pour j = 1,7m; et en considérant le
polynéme p(r) = ug + uixr + usx? + ... + u,, ™, les relations précédentes montrent que
p(x;) = 0 et donc le polynéme p admet n-racines et comme n > (m + 1) et p de degré m
alors p=0 < u=0.

Finalement, on vérifie que a la solution de (4.20) est bien un minimum de J. La fonc-
tionnelle J est quadratique et d’apres la formule de Taylor, on a

1
J(a+h) = J(a)+ J'(a)h + 5 < J"(a)h, h >,

de plus J”(a) = 2'AA une matrice symétrique définie positive et comme J'(a) = 0, on
déduit que
J(a+h) > J(a), pour tout h # 0,

ce qui prouve que a est un (le) minimum global de J.






CHAPITRE 5

INTEGRATION NUMERIQUE

Il s’agit d’approcher I = / f(x)dx dans le cas ol on ne connait pas une primitive de

f.

Il y a deux facons de présenter le calcul.

— On approche I par une formule de quadrature globale, c’est a dire on remplace f par
un polynéome d’interpolation : fabf(x) dr =~ f;p(x) dz avec p € IP,. On a déja vu que
le polynome d’interpolation génere des effets indésirables sur le bord : effet de Runge.
Intuitivement, cette méthode ne converge pas en général et n’est pas une une bonne ap-
proximation.

— On approche f par des polynomes par morceaux (interpolation locale). On a déja vu que
I'interpolation converge et nécessite peu de régularité sur la fonction f. Cette méthode est
appelé méthode composite.

5.1. Méthode composite

On découpe l'intervalle [a,b] en M mailles de longueur h = %% et on pose x; = a + ih,
pour i =0,1,2,--- , M. On a g = a et xp; = b. On écrit alors.

/abf(x) do = Jg /+ f(z) dz. (5.1)

Ensuite, il suffit de construire une méthode d’intégration sur chaque intervalle [z;, x; 1]
On peut se ramener & une intégrale sur [0, 1] ou [—1, 1] (appelé intervalle de référence). Par

exemple, soit

1
r=x;+ ih € [z, 4] et t € [-1,1],

/:H / flz 1+t )dtzg/_jg(t)dt (5.2)

avec g(t) = f(xz; + Lh).

ainsi
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5.2. Formulation de quadrature de type interpolation

Soit 1(g) = [ g(t) dt.
On appelle formule de quadrature a (n + 1) points une formule du type suivant

I.(g) = chg(tj)a (5.3)

avec le points ¢; sont données ou a calculer dans [«, ] et les coefficients ¢; sont indépendants
de la fonction g.
On définit 'erreur d’intégration de g

Rn(g9) = 1(g) — L.(9) (5.4)

On dit qu'une formule de quadrature a un degré de précision £k si

H Vp € Py, R,.(p) = 0 (exacte pour les IPy)

dq € Py, R, (q) # 0 (inexacte pour les Py (5.:5)

C’est équivalent a

R (o) 20 (5.6)

Dans la formule de quadrature (5.3), il faut déterminer ¢; et éventuellement ¢; pour que la
méthode soit exacte pour les polynomes de plus haut degré.

H R,(2*) =0 pouri=0,1,...,k

5.3. Formule d’intégration classique

5.3.1. La formule des trapezes. —
L’intégrale est remplacée par l'aire du
trapeze.

o [ gleydt~ag(-1)+ BgD). (1)

1

9(-1

:
.

D

/
?
!

-1 1

_
//////*
=
.
.

.
7

On cherche a, § pour que la méthode
soit exacte sur les polynomes de plus
haut degré.

7
/)

On considere alors g un polynome et la formule (5.7) est exacte. Il vient
pour g(t) =1, f_ll dt =2=a+f,

pour g(t) =t, [* tdt =0= —a+§,

ainsi & = § =1 et la méthode (5.7) est completement déterminée comme suit

/_ g(t) dt ~ g(~1) + g(1). (5.8)

1
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et de degré de précision au moins 1. D’autre part, pour g(t) = 2, on a f_ll t2dt = 2/3 et
g(—1) 4+ g(1) = 2 et donc la méthode n’est pas exacte pour IP, et le degré de précision est
exactement 1.

Erreur d’intégration. Soit R(g f g(t)dt — (g(—=1) + g(1)). Soit p un polynome
d’interpolation de degré 1 tel que p( 1) = g( 1) et p(1) = g(1). D’apres le théoreme
d’interpolation, on a

o(t) = p(t) + W@’(w», 1<g) <1

et par intégration

[ atwya= [ sy [ D iy

orp € Py, alorsf p(t)dt =p(1)+p(1) = g(-1)+ ( ~ I WD g (4)) dt
Ainsi

Rl <5( [ 0-#ar) s |g"<s>|=g sup 19"(5)}

se[—1,1] 3 sel-1,1]

Formule composite par la méthode des trapézes. Revenons a (5.2) et en utilisant
la formule des trapezes, on a

T hof! hof! h h
| r@ae=5 [ fargtna=5 [ oo Sel-1r(1) = S0+ ).
" (5.9)
L’erreur d’intégration sur [z;, x;41] s’écrit :
Tit1 h
R(f)= [ @) do = S(7a) + Fla),

i

soit encore
([ s~ gt-1+90)) = 5R(o)

Ona g(t) = f(z;+2h), ¢'(t) = Lf/ (zi+15E0) et g"(t) = %Qf”(xmL%h). Par conséquent
<

h 3
| Bi(f)] = —|R( )| 3 S 9" ()l < 15 swp (L. (5.10)
€[-1,1] g€z ivi]
La formule composite sur U'intervalle [a, b] s’écrit
b M—1 gy, h M-
f(x)de = f(x) > 2 (@) + fzip). (5.11)
2
a i=0 Zg
L’erreur d’intégration composite sur [a, b] s’écrit
M—1 M-1

Z / @) 2 S )+ fe) = Y R

=0 1=0
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Ainsi, de (5.10), on déduit

h,3 M-1 h3
/ /
B sup  |f"(€)] < 15 sup |f"(2)M,
i—0 SElzimiv] z€la,b]

EAGIES SR

M dépend de h et il s’écrit M = b_T“, ce qui donne que 'erreur d’intégration est en h?

comme suit

P up [77() )

< (F e
rE|a,

On a démontré alors que si f € C?([a, b]), alors la méthode d’intégration composite converge
car Ry(f) — 0 quand h — 0.

5.3.2. Méthode du point milieu. —
L’intégrale est remplacée par l'aire du
rectangle de hauteur ¢(0).

g(-1 q(0) . !
—_—w t) dt =~ 2g(0) (5.12)
ey / (
!
§§§§§§§§§§§§\§ o) Le degré de précision de la méthode est
\\i\i\&\i\\i\&i\\\i\i\&\i\ 1. Sur un intervalle de longueur h la
. méthode s’écrit
-1 0 1 T+ Tit1

/mm Fla) dr =~ (I (5.13)

%

5.3.3. Méthode de Simpson. —
L’intégrale est remplacée par laire
du polynome d’interpolation de degré
deux passant par g(—1), g(0) et g(1),

/_ g(t) dt ~ ag(~1) + Bg(0) +g(1)

(5.14)

\\

—

. - 2 9g0)  es coefficients o, 3 et t calculé
- == es coefficients a, (5 et v sont calculés

§\\ — pour que la méthode soit exacte pour

\

-~

)

.
=

1l
.

\ SRS ==

X \\\ :
- IP,, ce qui donne

| ottt 5a(=1)+ 30000 + 30(0).
(5.15)

|
=
o
=

le degré de précision est 3.
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5.4. Les formule de Gauss

Dans la formule de quadrature suivante :

n

/b w(x) f(z) de ~ Zcif(:ci), avec p(x) est un poids,

i=0
on désire améliorer les résultats en déterminant au ‘mieux’ les points {x;};—o . On cherche

alors les coefficients ¢; et les points x; pour que la méthode soit exacte pour des polynomes
de plus haut degré.

Théoréme 5.1. — La formule de quadrature a (n+1) points est exacte sur ’espace IPoy, 11
(des polynomes de degré 2n + 1)) si et seulement si

(a) elle est de type interpolation a n+ 1 points,
(b) les abscisses d’interpolation sont telles que

b
v(r) = iy (z — x5) vérifie / 2v(x)p(z) dx =0, Vq,0 < g <n.

Démonstration. — remarquons d’abord qu'’il y a 2n + 2 inconnus (¢;, z;) pour i = 1,n et
IP5,,.1 est de dimension 2n + 2.

( =) Si la formule est exacte sur Py, 1, alors elle est exacte sur IP,, d’ou (a). D’autre
part, YO < q < n, 2%(z) € Py, car v(z) € P, et comme la formule est exacte sur
IP5,. 1, alors

/ 2lv(z)p(r) de = Zcix;’v(:ci) =0, car v(z;) = 0.

i=0
(<) Soit p € IPy,1 que l'on divise par v € P, 4, alors p = vq+1r avec ¢, € IP,,, donc

/pmmmmzfmmmmmm%/rmmwm
on a d’apres (b)

b
/q@w@muwxzo

et d’apres (a)

b n
/ r(z)u(z)de = chr(zz)

On a p(z;) = v(x;)q(z;) + r(x;) = r(x;) car v(x;) = 0, ainsi

/mwwmzzmm»
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5.4.1. Application. — Les polynomes orthogonaux déja construits associés au
poids p(z) vérifient la partie (b) du théoreme précédent. En effet, soit (h,), une fa-
mille de polyndémes orthogonaux associés au produit scalaire avec poids pu(x). Alors
v(z) = Crqrhnyi(z) et 27 € P, alors x7 = Y7 | B;h;(x), ainsi

/ab v(@)plz) dv = "*12/ Bihi(x) b1 () () do = 0,

car 0 < < q < n.
La méthode d’intégration de Gauss-Legendre. Les polynomes de Legendre pour

w(x) =1, a=—1et b =1 sont donnés par la formule suivante :
1 dr
L,(z)= —(2* - 1)"
(z) 2nn) dxn (@ )"

et ils vérifient :

(n+1)Lypt1(z) — (2n+ 1)Ly (x) + nLl,—1(z) = 0.

On a
Lo(z) =1
Ly(z) =z,
Ly(x) = § 2 1, ses racines sont r = +——,
2 2 V3
)
2

3 3
Ly(z) = =2® — 5% ses racines sont x = 0, z = i—\/g.

Dans la méthode d’intégration suivante

/_ fa)da af(—%) +6f(%),

les coefficients « et 3 sont calculés pour que la méthode soit exacte pour IPq, par contre le
degré de précision est forcement 3, la méthode est exacte pour IP3. La méthode suivante

1
/_1 fz)de = af(—\/g) + Bf(0) + vf(\/g)
est exacte pour IPs.

Gauss-Tchebychev. u(x) = \/% sur | — 1, 1]

/ i > efw)
avec

T; = COS Tﬂ', les racines des polynomes de Tchebychev.
n
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5.5. Intégration numérique d’une fonction en 2D

Soit 2 un domaine polygonale. On recouvre exactement {2 par des domaines élémentaires
du type triangle (ou du type rectangle).

Le domaine 2 est partitionné en N tri-
angles K :

La méthode composite s’écrit alors

/Q o) dady =3 /K ) dedy.
(5.16)

Il suffit alors de déterminer une approximation de [ . J pour obtenir celle sur Q.
Comme en dimension 1, on va construire des méthodes d’intégrations sur un triangle de
référence fixe K et puis en déduire celle sur un triangle quelconque.

Transformation affine de K dans K. Soit K le triangle de référence de sommets
A=1(0,0), B=(1,0)et C =(0,1). On désigne par K un triangle quelconque de sommets
A= (z1,11), B = (22,12) et C = (v3,93)

C=(0,1
- Fg C = (x3,93)

B = (72,42)

A=(0,0) B =(1,0) A= (z1,11)
On cherche la transformation affine inversible
Fr - K— K
F(Lf}) . (JI) . (ani + algﬁ -+ bl)
{1 Y an @ + any +bs)’
L’application Fx est déterminée de facon unique par

Fr(A) = A, Fix(B) = B, Fx(C) =C.
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0
F():<x1>:>blzl’1,bgzl’2
0 (7
1 )
F = = Q11 = T2 — T1, Q21 = Y2 — Y1,
0 Y2

0 T
F( ) = ( 3) = Q12 = T3 — T1, G22 = Y3 — Y1.
1 Y3

L’application F s’écrit

Fx(X)=X=JgX +b= <$2_$1 933—1'1) (9:") + (bl)
Y2 — %1 Ys— Y1) \Y ba
avec Ji dépend de K et Fi est inversible <= det Jx # 0. On a det Jx = (22 — x1)(y3 —
y1) — (y2 — y1)(x3 — x1). On montre que |det Ji| = 2 aire(K). En effet

On a aire(K) = %P'.
On considere les deux vecteurs AB et
AC,on a |AB x AC| = |AB||AC|sin#,

or sinf = ngCl’ aussi |AB x AC| =

|AB|H = 2 aire(K). D’autre part,

AB x AT - (x—x) x (x—x)
Y2 — Ys —

= (za —21)(y3 — 1) — (Y2 — v1) (3 — 71).

en effet

C = (x3,93)

A= (z1,)

A

Changement de variable. On pose X = Fi(X), on a

[ fydady = [ (o R () ldet Vi did
K K
soit encore

/ f(x,y) dedy = 2 aire(K) / (f o Fg)(X) didg, (5.17)
K K
cette formule est tres intéressante car on connait aire(K) en fonction des coordonnées des
sommets et en posant g = f o F, il suffit alors de construire des formules d’intégrations

~

sur le triangle de référence K.

Exemple 1 : Intégration par IP;-sommets. On cherche «, 3 et v pour que la méthode

/ 9(&, ) didg =~ ag(A) + Bg(B) +19(C) (5.18)

K
soit exacte pour les polynomes de degré 1. En dimension 2 d’espace, 1'espace de polynomes
de degré 1 est de dimension 3, IP; =< 1, 2,7y >.
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Pourgzl;ff{ did?):%:a+/@+7

Pour g = 2;
- 1 N L o
/:L’da:dy:/ </ xdy)d:c:/:c(l—x)d:c:—zﬂ.
K 0 0 0 6
Pour g = y;
1 1-2 1 1 1
y drdy = y dy )dz = = 1—2)2%di == =n.
/kyxy /0(/0 yy)w 2/0( Py di=z=1
La méthode est completement déterminée par
1 A ~ ~
| 9td.5) didi = 5(o(A) + 9(B) + (C)). (5.19)
K

On vérifie que le degré de précision est 1 car pour g = &2, [ #* didy = fol P?(1-2)2di =%
et 5(g9(A) +g(B) +9(0)) = 5

Sur un triangle quelconque K, et on utilisant la formule (5.17), il vient
[ fag) dody = 2aire(K) [ (F o Fi)(X) didg
K R
1 2 - A 1
~ gaire(K)«f o Fic)(A) + (f o F)(B) + (f o FK)(C)> = gaire(K)(f(4) + f(B) + f(C)).

Enfin, la formule composite sur €2 par intégration IP;-sommets s’écrit :

[ fa sy Y- () + B+ C). (520

i=1
avec Ag,, Bg,, Ck, sont les trois sommets du triangle .
Erreur d’intégration (voir TA 2007).

Exemple 2 :Intégration par IP;-centre de gravité. La méthode suivante

1 11
t, ) drdy ~ — — 21
| 96a.3) didi = 30(3.3) (5.21)
est exacte pour IP;.
Sur un élément K quelconque,
| $a.9) dody = aire(5)f (wc.0), (5.22)
K

avec (Tqg,yq) est le barycentre du triangle K.
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Exemple 3 : Intégration par IP;-milieu. Soient M; = (3,0), M, = (0, 1) et My =
(%, %) les milieux des trois cotes du triangle K. La méthode d’intégration suivante

| 9(6.9) dady = ag(¥) + Bg(iE) +2(3), (5.2
K
est déterminée pour IP; comme précédemment et s’écrit
A 1 ~ ~ ~
| 9(6.9) didg ~ G (o(01) + 90T + 9(1). (5.24)
K

Par contre le degré de précision est 2, la méthode est alors exacte pour P, =<
1,2,79,2% 9%, 20 >. Cette méthode est intéressante car elle est plus précise que la
méthode IPi-sommets et IP;-barycentre et utilise uniquement trois points.



CHAPITRE 6

RESOLUTION NUMERIQUES DES EDO

6.1. Le probleme de Cauchy

6.1.1. Les équations du premier ordre. — Soit f une fonction définie de [ty, T| xR —
R. Le probleme de Cauchy consiste a trouver une fonction y : [tg, 7] — R solution de

V() = fLy(t),  teltonT)
{ y(to) = 1o (6.1)

La condition y(tg) = yo est une condition initiale ou la condition de Cauchy.
Si on suppose que la fonction f est continue par rapport aux deux variables ¢, y et que f
est uniformément Lipschitzienne par rapport a y c’est a dire que

L > 07 Vt € [t07T]7 vy17y2 € R7 |f(t7y1) - f(t7y2| S L‘yl - y2‘7

alors le probleme de Cauchy admet une unique solution y € C!([0,T]) ( C’est le Théoreme
de Cauchy).

Le probleme de Cauchy est un probleme d’évolution, c’est a dire a partir de la condition
initiale, on peut calculer la solution a I'instant ¢ comme

y(t) = ylto) + / F(s.y(s)) ds, (6.2)

et donc la solution a 'instant ¢t dépend uniquement de la solution aux instants 5 < s < t.
La solution (6.2) ne donne pas y de fagon explicite sauf dans des cas simples.

6.1.2. Les systéemes du ler ordre. — s s’écrivent sous la forme suivante
Yi(t) = F(t,Y (1),  te[0T]
(6.3)
Y(ty) = Yo

avec Y = (y1, Y, ., yn ), F 1 [to, T] x RN — RY définie par
F(t,Y) = (fl(t7Y)7f2(t7Y)7 7fN(t7Y))
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6.1.3. Les équations différentielles d’ordre >1. — Exemple. [’équation du pendule

0"(t) = —£sinf(t)
0(0) = 6, (6.4)
0'(t) =0,

Ce systeme se ramene a un systeme d’ordre 1 en posant

yi(t) = 0(t), ya(t) = 0'(t)

ainsi

<
—_
—~
~
~—
I
Nin)

(1), wa(t) = 0"(t) = —Fsinf(t) = — T sinyi (1),

On note Y(f) = ( 3) ot F(LY(t) = < va(t) ) alors I'équation (6.6) est

— & siny, (1)
équivalente a

avec Y'(0) = (Z?)

Dans le cas général d’une équation différentielle de la forme :

uP (t) = h(t,u,u'(t), -, uP~ (1))
{ u(0)=u, j=0,p—1 (6.5)

Y'(t) = F(t, Y (1))

On se ramene a un systeme d’ordre 1 en posant : y; = u, yo = v/, -+ ,y, = w1 soit
encore
Y1 =u = Y=o
yo=u = yh=1u"=vy;3 (6.6)
Yy = uP) — y;) = u® = h(t, Y1, 92, Yp)

Remarque 6.1. — Probleme de Cauchy # probleme auzx limites

6.2. Approximation numérique des équations différentielles d’ordre 1

Le but est d’étudier des méthodes numériques consistantes et stables permettant le calcul
de bonnes approximations de la solution exacte de 'edo (6.1).

La méthode la plus célebre est celle de Euler.
Méthode de Euler. On se donne une subdivision de I = [ty,T] en N intervalles de pas

h

dessin h =t .1 —t,
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La méthode d’Euler consiste a approcher 3/(t,,) par la formule de Taylor comme suit :

Y(tnsr) = y(ta) + hy'(ta) + O(h?)

soit

N D)

Soit y,, une approximation de y(t,) (y, ~ y(t,)), le schéma d’Euler s’écrit

Yn+1 = YUn + h’f(tnuyn)7 n= 07N - 17 (67)

y(0) = yo.

Interprétation de la méthode d’Fuler

Définition 6.1. —
Un Schéma a un pas si y,y1 est une fonction de t, et y, uniquement. Le schéma de
Euler est un schéma a un pas.

Un Schéma a deux pas siy,.1 est une fonction de (t, y,) et de (t,_1,Yn—_1) uniquement.
Un Schéma a k pas i yn41 est une fonction de (t, yn), (tn—1,Yn-1)--- (tn—(k=1)> Yn—(k-1))-
Un schéma a k pas est explicite si on peut exprimer y,.1 sous la forme

Yn+1 = E(tna tn1s - tn—(k—l)v Yn> Yn—15 -+ yn—(k—1)>-

Le schéma d’Euler est explicite. Un schéma a k pas est implicite st y,.1 est solution
d’une équation non linéaire de la forme

yn-i—l - I(tn-i-la tna tn—la [ tn—(k—l)a yn+17 Yn—1s -y yn—(k‘—l))'

6.3. Schémas classiques

Une fagon d’obtenir une multitude de schémas est d’intégrer 'edo sur [t,, t,41] :

y@mﬁ—y@J:ZWHﬂtwﬂﬁ

et ensuite d’approcher l'intégrale. Par exemple
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f(tn,y(tn))

Intégration par la méthode des rec-
tangles a gauche,

tnt1
[ reu e~ ng )
tn
ce qui donne le schéma d’Fuler explicite

Yn+1 = Yn + hf(tm yn)-

f(tn+1,y(tn+1))

tn tn+1

FEuler explicite

Intégration par la méthode des rec-
tangles a droite,

tn+l
e / FEy() dt ~ hf(tres, y(tnen)
tn

ce qui donne le schéma d’Euler impli-

f(tn,y(tn))

cite

Yn+l = Yn + hf(tn-i-la yn-l—l)a

tn tn+1 Yn+1 est solution d'une équation non
Euler implicite linéaire.

f(tn y(m) Intégration par la méthode des

trapezes,

f(tn+1,y(tn+1 bt h
(tn+1y(i+1) /t f(t)y(t)dt%5(f(tn,y(tn))+f(tn+lay(tn-i-l)))

ce qui donne le schéma a un pas impli-
cite

h
Yn+1 = yn+_ (f(tm yn)+f(tn+17 yn-i—l))

tn tn+1 2

Meéthode des trapeézes
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Intégration par la méthode du point
milieu,

tut1 h h
e~ 7\ [ st e~ nges 5ottt )
tn

On connait uniquement la valeur de y,,,
et pour donner une approximation de

f(tn+1,y(tn+1))

la solution au point ¢,, + % on utilise le
schéma d’Euler explicite :

ta+ ) = ylta) + 5 (b (6),

le schéma d’Euler modifié s’écrit

h h
Yn+1 = yn+h(f(tn+§7yn+§f(tm yn)>

tn (tn+tn+1)/2 tn+1

Point Milieu

6.4. Etude des méthodes a un pas

Dans les méthode a un pas, le calcul de v, fait intervenir ¢,, y,, h que 'on peut écrire
sous la forme

{ Ynt1 = Yn + hq)(tm Yns h)> n=0N-1 (68)

Yo donné .
Dans le paragraphe précédent, plusieurs schémas numériques ont été présentés et afin de
les comparer plusieurs criteres seront étudiés :
— Consistance, ordre d’approximation
— Stabilité numérique
— Convergence
— A-stable(comportement pour T grand)
— Bien conditionnée (choix de h pour réduire le temps de calcul).

Définition 6.2. — (Convergence) Soit e, = y, — y(t,) Uerreur locale de convergence. La
méthode est convergente si

max len| — 0 quand N — oo. (6.9)
Définition 6.3. — (Consistance) Le schéma approche-t-il ’équation ¢ Si on remplace la

solution approchée par la solution exacte dans le schéma numérique, quelle est l’erreur
commise en fonction de h ¢ Pour ceci, on définit I’erreur locale de consistance

E, = y(tn+1) — Yn+1> (6-10)

avec §, ., est la solution du schéma issue de y(t,) :

Ynr1 = Y(tn) + h®(tn, y(tn), h). (6.11)
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On dit que le schéma est consistant d’ordre p > 1 si

3K > 0 telle que |E,| < Kh**t. (6.12)

Définition 6.4. — (Stabilité) C’est une propriété du schéma numérique. Un schéma est
stable signifie qu’une petite perturbation sur les données (yo, ) n’entraine qu’une petite
perturbation sur la solution indépendamment de h. Plus précisément,

soient {Yntn, {zntn, n =0, N, les solutions de

{ Yn+1 = Yn + hq)(tm Yn, h)’/ n =0, N-1 (613)
Yo donné .
et
{ Zn+l = Zn T h(q)(tna Zn; h’) + /&Tn), n= O’ N -1 (614)
2o donné .

La méthode est dite stable s’il existe deux constantes My et My indépendantes de h telles
que

— <M — M- . 1
Jnax [y — 2| < Milyo — 20| + M max |, (6.15)
Théoréme 6.1. — (Théoréme de Lax — Convergence) Soit une méthode a un pas consis-

tante et stable, alors elle est convergente.

Démonstration. — Le schéma est consistant, alors

y(tn-i-l) = yn+1 + En = y(tn) + hq)(tna y(tn)> h) + Ena
on pose &, = E,, /h et donc |e,| < Kh? — 0 quand h — 0 ou N — oo.

Comme le schéma est stable et en prenant z, = y(t,), on a

_ < _
max [y — y(tn)] < Milyo — y(to)| + Mo max lenl,

ce qui montre
max |y, — y(tn)| — 0,

n=0,..,N

et le schéma est convergent. O

6.4.1. Stabilité et consistance. —

Théoréme 6.2. — (Condition suffisante de stabilité) Si & est Lipschtzienne par rapport
a y uniformément en h de constante M, alors la méthode a un 1 pas est stable.

Démonstration. — Soient (y,), solution de (6.13) et (z,), solution de (6.14). En faisant
la différence de deux équations, il vient

|yn+1 - Zn+1| S |yn - Zn| + h|q)(tn> Yn, h) - (I)(tna Zn, h)| + h|€n|> (616)
en tenant compte du fait que ® est M-Lipschitz,
[Yns1 — Zna1] < (1+ M) |y, — zn| + hlen]- (6.17)
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On réutilise cette estimation pour estimer |y, — z,|, on déduit
et — 21| < (1 hMYlyacs — 20s| + (14 AM)hlen s | + hleal, (6.18)

ce qui permet de conclure par récurrence que

Yns1 — 2| < (L4 BM)"yo — 20 + 2> (L + hM)¥|e,_l. (6.19)
=0
On a
a 1—(+hrM)™  (14+hM)" -1
1+ hM)F = —
;( +hM) 1—1—hM hM ’

d’autre part,

De (6.19), on déduit

(Y1 =zt <1+ MYy — 2] + 53 O(1+ AM) ma
i=0 "
" 1+ hM)" —1
<(1 4 hM)" M yo — 20| + ( ]\} Igrizoi?fl|5k|
(T—to)M __ 1
_ e
Se(T tO)M‘yO . ZO‘ + T I?i%’}ri |5k|
. s . o (T—to)M o e(TftO)]\/I_l
ce qui établit (6.15) avec M = e et My = “——
6.4.2. Consistance et ordre de consistance. — On va décrire une méthode générale

pour calculer 'ordre de consistance d’un schéma a un pas. On rappelle 'erreur de consis-
tance

En = y(tn+1) - y(tn> - hq)(tnv y(tn)a h)
On pose t = t,, un point générique, et donc

La formule de Taylor donne

h2 h3 hP
y(t+h) = y(t) + hy' () + 579" () + gy(i”)(zt) ot ﬁy@)(t) .. (6.20)
oD h2 >® G
O(t,y(t), h) = ©(t,y(2),0) + hr(t,y(1), 0) + 5y 75 (,y(2),0) + ... + TG (t,y(t),0) + ...

(6.21)
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alors
B, =h[y/(6) — 8(t,y(1),0)] + 2 [2(0) — 2 1,y(1),0)]
(30— Tt p0.0)] + -+ [0 - 2P, 0,0)]

On conclut que :
Le schéma est au moins d’ordre 1 (consistant) si

O(t,y(t),0) =y'(t) = f(ty(t))

Le schéma est au moins d’ordre 2 si de plus

o 1, 1d 1 ,
SEu(0,0) = 2y"(0) = S fty®) =5 (0FEy®) + v (00,F(E y(1)
1
=5 (0t y(0) + (@)D, (1 y(D)).
Le schéma est au moins d’ordre 3 si de plus
0?P 1 1 d?
ﬂ(b(t,y(t),o) = gy(g)(t) =3 (t,y(1))
Le schéma est au moins d’ordre p si de plus
1P 1 1 drt
iy (6 y(1),0) = Z—Qy(p)(t) = wa(t,y(t))-

On dispose alors du résultat de convergence suivant :

Théoréme 6.3. — Soit ® Lipschitz par rapport a y (stabilité) et vérifiant ®(t,y(t),0) =
f(t,y(t)) pour tout t (consistance). Alors le schéma (6.8) est convergent.

Application. Le schéma d’Euler est convergent.

6.4.3. La méthode de Runge-Kutta. — Pour calculer une approximation de la so-
lution a l'instant ¢,,; en fonction de celle de t,, la méthode de Runge-Kutta utilise ¢
solutions intermédiaires en fonction de y,. La méthode de Runge-Kutta de rang ¢ sous sa
forme générale s’écrit :
.

q
Yn,i = Un + hzaijf(tn,j>yn,j) L= 1a e q

j=1

q
Ynt1 = Yn + D Z bif (tnis Yni)

i=1
tn,i = tn + Cih 1= 1, . q

\
C’est une méthode a un pas et elle redonne la plupart des méthodes déja vues. Pour
q quelconque, on peut trouver des conditions sur les coefficients b;, ¢;, a;; pour que la
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méthode soit consistante, d’ordre 2, ...

La méthode de Runge-Kutta classique de rang 4 (ordre 4) :

(

Yn,1 = Yn,

Yn2 =Yn + 2 (tn,Yn1),

Yn,3 = Yn + %f(tn + h/2a yn72)a
Yna = Yn + hf(tn + h/2> yn,S)a

\ Yn+1 = Yn + %f(tm yn,l) + %f(tn + h/2a yn,2) + %f(tn + h/2, yn,3) + %f(tn + h, yn,4)~
(6.22)
est la plus employée pour résoudre une edo.

6.5. Méthodes a pas multiple






CHAPITRE 7

TRAVAUX DIRIGES

7.1. Systemes linéaires creux
7.1.1.
Ezercice 7.1. — (Erreurs d’arrondi) Soit S une sphére dans R® de rayon R et tan-

gente a un seul plan de coordonnées. Soit une autre sphere s, de rayon r et tangente au
plan de coordonnées et a S.

1.
2.

Faire un dessin, et trouver le rapport des volumes de 2 sphéres z = v/V.
Vérifier que z = (V2 — 1) = (3 — 2y/2)? = 99 — 70v/2. Faire un tableau de z en
fonction des valeurs de /2 approchée par : 1.4, 1.414 , 1.4142136 .

Exercice 7.2. — 1. Les matrices suivantes sont elles symétriques, hermitiennes :

B e

NS ™

1 2+
A = .
! <2+¢ 2)

B 1 2+
A”‘<2—z 2)‘

Soit A une matrice symétrique. Montrer que A hermitienne ssi A réelle.

Montrer que (Az,y) = (z, A*y) dans OV et (Az,y) = (z,} Ay) dans RY.

Soit A une matrice définie positive alors les éléments diagonaux sont strictement
positifs.

Soit A une matrice unitaire (ou orthogonale) alors ||Ax||s = ||x||2 et |detA| = 1.
Montrer que les matrices semblables ont le méme polynome caractéristique.

Montrer que si A est hermitienne alors ses valeurs propres sont réelles.

Montrer que toute matrice symétrique réelle est définie positive ssi toutes ses valeurs
propres sont strictement positives.

Soient A et B deux matrices diagonalisables. Montrer que si elles ont les mémes
vecteurs propres alors elles commutent entre elles.
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Ezxercice 7.3. — Soit A = (a;j)ij, i, =1, N une matrice triangulaire inférieure, c’est a
dire
ai; = 0 pour j > 1.
1. Donner une CNS pour que A soit inversible et trouver ses valeurs propres.
2. Résoudre AX =0, avec A = (aij)i<ij<n, X = (2;)iz1,n, €t b= (b;)i=1,n. En déduire
alors que si b; = 0 pour i < k et b, # 0 alors x; =0 pour i < k et x;, #0
3. Montrer que le produit de deux matrices triangulaires inférieures est une matrice
triangulaire inférieure.
4. Montrer que l'inverse d’une matrice triangulaire inférieure est une matrice triangu-
laire inférieure.
5. Ecrire en language libre un algorithme de résolution de AX = b.

Ezercice 7.4. — Normes matricielles. On rappelle les normes suivantes sur RN :
1

N N 1
z]ls = 3250 |2l [[2]lee = maxi—y v [z et ||l2z]la = (30,2, [2:l?)2.
Soit A une matrice carrée A = (a;j)ij, 1,5 = 1, N. On définit la norme induite ou subor-
donnée associée a une norme vectorielle par

Az
|All, = max [|Az||, = max Az,
2], =1 220 |||,

Montrer que
N
1. ||Ally = maxj= n Zijzvl | 5.
2. [|Allee = max;—1,n 3252, |aigl.

3. Si B est réelle et symétrique, alors Ay (B) < (Br.z) Amaz(B) (quotient de Ray-

[EE
leigh). De plus, :
B
max @ = Aaz(B),
2£0|]|3
B
min ( x,;c) = Amin(B).
220 ||zl
En déduire que ||A||a = \/p(tAA) (A est réelle).
4. Montrer que p(A) < [|A]|.
5. Calculer les normes 1, oo et 2 pour la matrice
4 -1 0
-1 —-10 0
0 0 -1
Ezercice 7.5. — Conditionnement d’une matrice : cond,A = || A, ||A7!],-
1. Vérifier les propriétés suivantes :
(a) condA > 1, cond(aA) = condA, a € R.
max [A\(A)|

(b) A réelle et symétrique alors condy A = (A
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(c) U orthogonale alors condyU =1 et condy(UA) = condy(A) = condy(AU).
2. Soient x et x + dx les solutions des systémes linéaires Ax = b et A(x + dx) = b+ db.

Montrer que |||| ||| ond(A)%. Conclure.
3. Soient x et x+dx les solutions des systémes linéaires Ax = b et (A+3JA)(x+dz) = 0.
o=]l [0A]
Montrer que < cond(A)~——.
[l + o] HAH||5 | 54 X
x
En déduire que si ||A7*5A| < 1 alors < cond(A) :
]l [A]l (1 = [|A=T6A])
Ezxercice 7.6. — Décomposition LU. Soit A une matrice tridiagonale (a;;—1

Ay, Qi = b;, Q41 = Ci)-
1. Trouver L et U telle que A = LU, et écrire l'algorithme de décomposition de A.
Donner la complexité de cet algorithme.
2. Résoudre le systéme linéaire Ax = 0.
3. Application. Résoudre

1
-1 2 -1 0 T 0
0
1

Exercice 7.7. — Probleme de diffusion 1D. La discrétisation du probléme de Laplace
a une seule variable d’espace :
—u'(z) = f(z), 0<z <L
2
{ w(0) = u(L) = 0 (7.23)
L

par un schéma auz différences finies sur un maillage a pas fivze h = = s’écrit :

{ az(—Ui1 4 2u; —uipy) = f;, i=1,N (7.24)
ug =uny1 =0 '
1. Ecrire le systeme linéaire (7.24) sous forme AU = F. Montrer que la matrice A est
symétrique et définie positive.
2. Vém'ﬁer que les vecteurs propres de la matrice A sont les vecteurs Vi, avec (Vi); =
sin(km 2 1) la iéme composante, associés auz valeurs propres A\, = 32 sinz(lmr%).

3. Donner conds A. La matrice est-elle bien conditionnée.
Ezxercice 7.8. — Probléme de diffusion 2D. Soit D = [0,a] x [0,b], on considére le

probleme

axg(x y) — (x y) = f(z,y) dans D
{ ’ u =0 sur 0D (7.25)
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La discrétisation par différences finies sur un quadrillage uniforme de pas dx = 2= et

b N+1
5y = Ml est :

1
5 (Ui + 22Uy —uij) = fi; 1<i <N, 1<j<M

1
52 (U1t 2 — Uigg) + 5
(7.26)

avec
U0 = Ui p41 = Ug; = Un41,5 = 0.
1. Soit le vecteur U = (uy,) avec m =i+ (j —1)N. Pour N = M =5 écrire le systéme
sous la forme AU = F. Montrer A est inversible et définie positive.
2. Vérifier que les vecteurs propres de la matrice sont les vecteurs u'P9 définis par

) 0
(uP?), ; = Sill(pﬂ'%) sin(qw%).

Les valeurs propres associées sont

4 ox 4 oy
Mg = @st(pW%) + 5—?/2$zn2(q7r2—b)
3. On suppose dx = dy, calculer condyA.

4. Donner la matrice A associée aux graphes suivants :

23

11 12 13 14 15 14 16 20 25
22 23 o4 25 4 12 17 21 24

21

6 7 8 9 10 4 8 13 18 22
17 18 19 20 - S 9 14 19

16

1 2 3 4 5 1 3 6 10 15

FIGURE 1. Influence de la numérotation. Maillage Zebre & gauche, maillage diagonale & droite.
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7.2. Méthodes itératives
Ezxercice 7.9. — Appliquer la méthode itérative de Jacobi au systéme Ax = b o1

5 1 0 0 =2

-1 5 1 0 0
A= 0 -1 5 1 0
0 0 -1 5 1
-1 0 0 0 5
et montrer que la méthode est convergente.
Exercice 7.10. — Méthode de Jacobi avec parametre.

Soit A une matrice n X n inversible avec a; # 0 et b € R™. On veut résoudre le systeme
Ax =b. On note D la matrice diagonale constituée de la diagonale de A. Soit o # 0, on
étudie la méthode itérative

Tpe1 = (I —aD Ay + Db

1. Montrer que si xp converge vers x alors x est solution.
2. Exprimer les coefficients de la matrice D=*A en fonction des coefficients de la matrice

A.

3. On suppose A est a diagonale strictement dominante et 0 < a < 1. Montrer que la
méthode est bien définie et

|1l —aD Al < 1.

En déduire la convergence de la méthode.

FEzxercice 7.11. — Méthode de Jacobi et de Gauss-Seidel
Soit A la matrice du systeme linéaire Ax = b, définie par : a; = i+ 1,1 = 1,n;
it1;,=—1,1=1,n—1;a;;41=—t,1=1,n—1.
1. Calculer la matrice d’itération J de Jacobi. Calculer || T ||oo, || T|l1. Conclure.
2. Soit G la matrice d’itération de Gauss-Seidel. On pose L = D™'E et U = D7'F,
montrer que G = (I — L)™U. Montrer que le polynéme caractéristique de G s’écrit

1
Pg(\) = \Vdet(I — L — XU),
et si |A| > 1 alors det(I — L — xU) # 0. En déduire que la méthode est convergente.
3. Le fait d’avoir trouvé une méthode itérative (au moins) convergente prouve que la
matrice A est inversible. Pourquoi ¢
4. Décrire l’algorithme de calcul de la méthode de Gauss-Seidel appliquée a cet exemple.
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Exercice 7.12. — Double Gauss-Seidel. Soit A une matrice réelle, symétrique et
définie positive. on considere le splitting A= D — E — F avec D la diagonale, —FE la partie
inférieure de A et F' = ET. On définit la méthode itérative suivante :

o arbitraire
(D — E)yry1 = For + b (7.27)
(D — F)xgy = Eypyr +0

1. Montrer que les itérés sont bien définis.

2. Montrer que la méthode est consistante ( c-a-d si vy — x alors Az =b)
3. Ecrire les matrices G et H telles que

Lpt1 = G:Ek + Hb.
4. En posant L = D 2ED™ 7 et U = D_%FD_%, montrer que G est semblable a B =

(I-U)'L(I-L)~'U et que la matrice B s’écrit également B = (I-U)"'(I—-L)"'LU.
5. On suppose Sp(G) C RT, montrer que la méthode est convergente.

FEzxercice 7.13. — Méthode des directions alternées Soit A une matrice carrée telle
que A = H +V ou H une matrice réelle symétrique définie positive (c-a-d (Hzx,z) >
0,Vz #0) et V une matrice réelle symétrique semi-définie positive (c-a-d (Vx,x) > 0,Vx)
. Pour résoudre le systeme Ax = b, on considére la méthode itérative suivante :

xo arbitraire
(I+H)yp1=I—-V)x+0b (7.28)
(L +V)zper = — H)ypsr + 0

avec I la matrice identité.

1. Montrer que les itérés sont bien définis.
2. Montrer que la méthode est consistante ( c-a-d si vy — x alors Az = b).
3. Donner la matrice d’itération T telle que

Tpp =Ty + g, (7.29)

Montrer que T est semblable ¢ T = (I — H)(I + H) "I — V(I + V)~
4. Montrer que
(a) la matrice (I — H)(I + H)™! est symétrique,
) 10 = H)(I -+ H) o = e |
(c) (I —H)(I+H) 2 <1,
5. Montrer que ||(I = V)T + V)7, < 1.
6. Montrer que p(T) < ||T||s. En déduire que la méthode itérative est convergente.

avec \; une valeur propre de H,

Ezxercice 7.14. — Soit A une matrice symétrique définie positive de valeurs propres

O<)\1§)\2§"'§)\N-
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Pour résoudre le systeme linéaire Ax = b, on considere la méthode de Richardson suivante
Tpy1 = x + a(b— Azg), a#0,
avec o un réel non nul.

1. Montrer que la méthode est consistante.

2. Ecrire la matrice d’itération et montrer que pour 0 < o < 2/Ay, la méthode est
convergente.

3. Soit fi(a) =1 — Nal, i =1,N. Tracer fi(«),fn(a) et fi(a) pouri#1 eti# N.

4. Trouver le meilleur choiz de o, noté auy, c’est a dire celui qui minimise p(I — aA)

et montrer que p(I — qopA) = %
Exercice 7.15. — Valeur propre de plus grand module.

Soit A une matrice réelle et symétrique. On suppose que les valeurs propres de A
vérifient :
IA1] > [A2| = ... > | AN
On cherche a calculer numériquement la valeur propre ;.

1. Soit xo un vecteur non nul de RN, on construit par récurrence a partir de xo, une
suite de réels Ry par :

Try1 = Az,
@ 7.30
s i

avec < -,- > désigne le produit scalaire dans RN . Montrer que si xq n’est pas orthogonal
a l’espace propre associé a Ay, alors

R, — A\ quand k — oo,
I/\2|)2

]
2. Proposer un algorithme pour calculer la plus petite valeur propre en module.

avec un facteur de convergence de l'ordre de (

7.3. Interpolation et approximation

Exercice 7.16. — Interpolation de Lagrange

1. Ecrire le polynome d’interpolation associé aux points :

(xia f(xz)) = <_17 _3/2)7 (_1/27 0)7 (07 1/4)7 (1/27 0)7 (17 0)

2. Soient f(x) = cos(z) et g(x) = 3 définies sur [0, 1], estimer le nombre minimum
n de points pour que [’erreur entre la fonction et son polynome d’interpolation soit
inférieure a 0.1, 0.01 , 0.001.
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3. Déterminer le polynome q de degré minimum tel que q(—1) = 8,q(0) = 1,q4(1) =
2,4(3) = 196, ¢/(3) = 299

Ezxercice 7.17. — Interpolation de Hermite

Soient f € C'([a,b]) et x1, vy deux points distincts. Soit p un polynome de degré < 3
vérifiant

p(z;) = f(z;) et p'(x;) = f'(x;) pouri=1,2

1. Montrer qu’un tel polynome unique.

2. Existence. Trouver une base (A1, Ay, By, Bs) de Ps telle que

p(x) = f(z1)Ar(x) + f(x2) Az(x) + f'(21) B1(2) + f'(22) Ba(2),

et exprimer cette base en fonction des polynomes d’interpolation de Lagrange L, et

L.
3. Etablir la majoration d’interpolation suivante : si f € C*([a, b]), alors il existe & €]a, b|
tel que
(SL’ — Il)z(l' — l’2>2
(o) —pla) = T B pon g
4. Décrire les polynomes d’interpolation de Hermite dans le cas général.
Ezxercice 7.18. — Approximation.
1. Trouver a tel que ||sinx — al[g(,1) = max |sinx — al| soit minimal.
ST>5
%

3

2. Trouver b tel que || sinx — b“%z(oﬁ) = / |sinz — b>dz soit minimal.

3. Trouver le polynome de degré < 1 qui ﬁéalz’se la meilleure approximation au sens des
moindres carrés de f(x) =a? — % + 1 pour la norme L*([—1,1]).

4. Trouver le polynome de degré < 2 qui réalise la meilleure approximation au sens
des moindres carrés discrets associés a : (x;,y;) = (—1,-3/2), (=1/2,0), (0,1/4),
(1/2,0), (1,0).

5. Soient (x1,91), .., (T, Ym) des points de R?, m > 2. Ecrire les équations vérifiées par

] o — ¢ — 2
(a) ng}bn; |y — az; — b
(b) ming g > i |z — cy; — d)?

Ezxercice 7.19. — 1. Montrer que le polynome P de degré minimum tel que P(0) = 0,
P(1)=2, P'(1) =0, P"(1) =1 est unique. Dire rapidement comment construire P.

2. Montrer que [’espace vectoriel
H = {v e C'0,2],v € Py sur [0,1],v € IPy sur [1,2]}

est de dimension j (IPq est l’ensemble des polynomes de degré deux en dimension un,).
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3. Vérifier que les fonctions vi(z) = 1, vy(z) = V5(x — 1), vs3(z) = V3(x — 1), v4(z) =
V5(z — 1)|z — 1| forment une base de H.

4. Soit la fonction f définie et intégrable sur [0,2]. Soit v(x) = Z?:l Bivi(z) € H, avec
0G; € R, réalisant la meilleure approzimation de f au sens des moindres carrées pour
la norme L?(0,2).
Ecrire alors le systéme linéaire vérifié par le vecteur X de composantes (3;, i = 1,4.
Déterminer completement la matrice du systéme linéaire.

Exercice 7.20. — Meilleure approximation au sens de Tchebychev
Dans la majoration de ’erreur d’interpolation de Lagrange, il est intéressant de chercher
les points x; de telle sorte que :

max |(z — xg)...(x — x,)| soit minimal.
z€[—-1,1]

Soit les polynomes de Tchebychev définis par T, (x) = cos(n arccos(x)) pour x € [—1,1] et
n > 0.
1. Vérifier que To(x) = 1,T1(x) = x, Typ1(x) = 22T, (x) — T,—1(z) et en déduire que T,
est un polynome de degré n de la forme T, (x) = 2" 1a™ + ...
2. Donner les racines et les extremum de T,,.
3. Soit q(z) = 2" 'a™ + ... et q(x) # T,,(z). Montrer que

max |1, (z)| < max}|q(x)|.

x€[—1,1] ze[-1,1
Conclure
4. Etendre ce résultat a un intervalle [a,b].
5. Comparer la fonction f(z) = 5z définie sur [—8,8] avec :

— le polynome d’interpolation obtenu a partir de n = 10, 20, .. points équidistants
— le polynome dinterpolation obtenu a partir de n = 10, 20, .. points de Tchebychev.

7.4. Intégration numérique

Exercice 7.21. — Formule de moyenne.

1. Déterminer la formule de quadrature suivante

| sttt ag(3)

pour qu’elle soit exacte pour des polynomes de degré le plus haut possible.

2. Donner une estimation de ’erreur d’intégration.

3. Soit {x;}, i = 0,..., M wune subdivision de [a,b] de pas h. Utiliser la formule de
moyenne composite pour approcher f; f(z)dz.

4. Soit e = 1071,1072,1078, trouver M pour que cette formule de quadrature approche
fog sin(x)e " dx avec une précision &
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Ezxercice 7.22. — Formule de Simpson.

1. Déterminer la formule de quadrature

[gMMwwvnﬂmm+mn

1
et donner Uerreur l’intégration.

2. Sur une subdivision de pas h de l'intervalle |a, b], approcher fabf(:z)dx en utilisant la
formule de quadrature ci-dessus.

Ezxercice 7.23. — Construire les formules d’intégration numérique ci-dessous, degré de
précision, erreur d’intégration

a+h h
/ f(z)dz =~ agf(a) + ar fla+ =

3)+oz2f(a+%

3 )+a3f(a+h)

Agmszmm+&mw

[:Mﬂﬁ%aﬂ—n+mﬂ®+WMD

1

/:wwwwam—w+ﬂ¢mwqu>

1

+o0 1
Exercice 7.24. — On veut calculer numériquement ['intégrale J = / T sdx.
0 x
déterminer un nombre a > 0 tel que
+o0 1
dr <,
/a Tqa0 =1
avec n un réel positif donné.
2. Déterminer A, B et ty pour que la formule de quadrature
1
/ g(t)dt ~ Ag(0) + Bg(to) (7.31)
0
soit exacte pour des polynomes de degré deux. Quel est le degré de précision de la
méthode ¢
3. On note R(g fo t)dt — (Ag(0) + Bg(to)). Donner une magjoration de l'erreur

X mtegmtwn.
4. Soit {x;}, i = 0,..., N une subdivision de [0, a| de pas h. Utiliser la formule (7.31)
composite pour approcher
I, = / f(z)dz,

avec f(x) = 1+m6 Estimer ’erreur d’intégration en fonction de h.
5. Dire comment approcher l'intégrale J a € prés.
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Ezxercice 7.25. — Intégration 2D par IP;-centre de gravité
On considére le triangle K = {(2,9) € R% % > 0,9 > 0,2 +9 < 1} et on note G =
(1/3,1/3) son centre de gravité.

1. Déterminer le coefficient v pour que la formule d’intégration

/ g(&,9)didj ~ ag(G) (7.32)

R
soit exacte pour les polynomes de plus haut degré.
2. on note K le triangle de sommets B(1,0), D=(1,1) et C=(0,1) et Q le carré [0,1 x
[0,1]. Montrer que
[ staiydady = [ (1= 9.1~ )anag (7.33)
R

K

Déduire de ce qui précéde une formule d’intégration K et sur le carré Q.
3. Soit Qp, un carré de coté h, Qy = [z, xo + h] X [yo,y0 + h]. En déduire une formule
d’intégration sur Q.
4. Soit h > 0, et Q un rectangle de cotés Nh et Mh, que 'on discrétise en NM carrés
de coté h. Expliciter la formule d’intégration composition sur 2.

Ezxercice 7.26. — Méthode de Gauss-Legendre. On considere la formule de quadra-
ture suivante

[ s~ agt-0 + a1

- V3 V3"

1. Déterminer cette formule pour que de degré de précision soit le plus haut possible et
montrer que le degré de précision est 3.

2. On suppose f € C*([—1,1]), donner lerreur d’interpolation de Hermite construit sur
les abscisses de Gauss xg = \_/—% et x4 = % En déduire une majoration de l’erreur
d’intégration.

3. Donner les racines du polynome de Legendre de degré 2, que conclure ?

4. Comment choisir (zg, 1, , 3) dans la formule

/ f(x)dz ~ auf (x0) + B (x1)

pour que le degré de précision soit mazximal.
5. Construire une méthode de degré de précision 5, 7, 2n+1.

Ezxercice 7.27 — Gauss-Tchebytchef On considére

[ e aga + o1
1 1-— SL’2
Comment choisir xg, x1, o, B pour que le degré de précision soit maximal. Donner une

magjoration de [’erreur d’intégration. Donner une approrimation de f—1 %dw.
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7.5. Equations différentielles

Exercice 7.28. — Méthodes a un pas
Soit f : [a,b] x R — R uniformément L-Lipschitz par rapport d la deuziéme variable.

Soit le probleme de Cauchy
{ y'(t) = f(ty(t)

y(a) = Ya
Soit N >0, on pose h=(b—a)/N ett;,=a+ih pour 0 <i<N.

1. On considére la méthode d’Euler

Yn+1 = Yn + hf(tn, Yn)-

Montrer que la méthode est consistante et stable.
2. On considére le schéma de Runge-Kutta 2 (Euler modifié) suivant

h h

consistance ¢ ordre ¢ convergence ?
3. On considére le schéma de Taylor a un pas suivant

Yn+1 = Yn + h(I)(tn, Yn, h)

avec é(tna Yn, h) = f(tna yn)+%g2(tm yn) et 92(tna yn) = g_{(tna yn)‘l'f(tna yn)g_i(tm yn)
Montrer que ce schéma est consistant et donner ['ordre de consistance. Montrer que
st gy et Lo-Lipschitz le schéma est consistant et convergent. Construire des schémas
d’ordres supérieurs.

4. Dans les méthodes a un pas, on considere

(I)(ta Y, h’) = alf(ta y) + a2f(t + plha Yy + thf(t7 y))
Choisir ay, as, p1, p2 pour que la méthode soit d’ordre 2. Etudier la convergence.
5. Appliquer les schémas précédents a l’équation

{ y'(t) =y(t)sint t € (0,7)
y(0)=1

Exercice 7.29. — Méthodes implicites
Soit f : [a,b] Xx R — R uniformément L-Lipschitz par rapport a la deuziéme variable.
Soit le probleme de Cauchy
{ y'(t) = ft,y))
y(a) = Ya
Soit N >0, on pose h=(b—a)/N ett; =a+ih pour 0 <i < N. On propose le schéma
sutvant pour approcher la solution y(t) :

o F )+ F (s )

Yn+1 = Yn + 9
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1. Montrer que si h < 2/L le schéma est bien défini. Donner l'ordre de ce schéma.
2. Montrer que pour tout h < hg < 2/L assez petit, on a

hL ch?
1Y (tns1) = Ynsa| < (1 + 1_7h_L> [y (tn) — yn| + PRI
2 2

avec ¢ une constante positive..
3. En déduire que

—u.| < Ch?.
Ogggvly(tn) Yn| < Ch

4. On considére a présent le 0-schéma, défini par

Yn+1 = Yn + hf (th—i-l + (1 - e)tnv 9yn+1 + (1 - e)yn) :

Sous quelles conditions le schéma est bien défini. Consistance et ordre du schéma ?

Ezxercice 7.30. — On considere l’équation différentielle
y'(t) = —y(t)*, t€[0,T], et y(0) = 1. (7.34)
Pour calculer une solution approchée, on propose le schéma suivant

Ynt1 = Yn — NYn¥Unt1

avec t; = ih et h=T/N.

1. Montrer que 0 <y, <1 pour tout n.

2. Montrer que le schéma est consistant et donner [’ordre de consistance.

3. Calculer la solution ezacte de (7.34). Calculer y(t1), y(t2) et y(t,) en fonction de h.
Calculer y1, ys et y, en fonction de h. Conclure.
Montrer que le schéma est convergent.
On considere maintenant le systéme d’équations différentielles

2'(t) = y(t)* — (), 2(0) =,

y(t) = —y(t)* + z(t), y(0) = yo.

On consideére le schéma suivant

Al

Tp+1 = Tp + h(ynyn—i-l — Tp41) (7'35)
Ynt1 = Yn + h(_ynyn-i-l + Tn41) (736)

(a) Montrer que x,, + y, = To + Yo, pour tout n.
(b) Soit Z, = (Tn,yn)T, Montrer que Z,,1 est défini comme solution d’un systéme
linéaire que l’on écrira. Montrer que si Zy est positif alors Z, est positif.
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Exercice 7.31. — On considere I’équation différentielle suivante :
y't) =t—tyt), te€0,1],
7.37
Lo (737
1. Calculer y" (t) en fonction det et y(t).
2. On note
flty)=t(1—y), pour t€l0,1], yeR,
et of of
Df(t = —(t t —(t .
fty) =5t y) + f(t, y) ay( . Y)

On propose le schéma numérique a un pas suivant : étant donné un entier N > 1, on
définit une subdivision réguliére de lintervalle [0, 1] par :

t;=ih, i=0---N, ouh=1/N.
Pouri=0---N, on approche y(t;) pary; défini par récurrence par
Yo =10
7.38
{ Vi1 = ¥i + h [, yi)+%2Df(ti> Yi) (7.38)

i) Soit une suite de réels positifs (u;) vérifant

{ u =0, (7.39)

ot a et b sont des constantes strictement positive. Montrer que

ai __ 1
w < b . pouri €N (7.40)
a
i1) Quelle relation a-t-on entre y"(t;) et Df(t;,y(t;)).
ii1) Ecrire le développement de Taylor a l'ordre 3 de y(t; + h) par rapport a h.

iv) Montrer que les erreurs d’approrimation e; = y(t;) — y; vérifient

h2 Kt; 1
|€i‘§€€TM3, pOUT’iIO,"',N.
ott My = sup |y (t)| et K est une constante positive (indépendante de h et de N) a

te[0,1]
préciser. Quel est l'ordre de convergence de la méthode ¢

v) Résoudre (7.37).

Ezxercice 7.82. — Résolution d’un systéeme Soit f € C*(R). On considére une équation
différentielle de la forme y' = f(y), y(0) = yo. On introduit un pas de discrétisation h et
pour tout n € IN, on approche y(nh), par y, évalué par le schéma

Ynt1 = Yn + Qb f(yn) + BRS (Yn + YRS (Yn))

ol o, 3, v sont des parametres réels a déterminer.
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. Déterminer des relations entre o, 3 et v pour que la méthode soit précise a [’ordre
deuz.

. On suppose que f vérifie une condition de Lipschitz sur R. Montrer que la méthode
converge.

. On considére maintenant ’équation du second ordre y" = —y, y(0) = yo, ¥'(0) = 2o,
avec 1o, zo réels donnés. Mettre cette équation sous la forme d’un systéme du premier
ordre ( on notera Y = (y,z) la solution), puis discrétiser en utilisant la schéma
précédent. On obtient une méthode de la forme Y, 1 = AY,.

. Discuter du comportement de Y, lorsque n tend wvers l’infini, dans le cas d’une
préciston au second ordre.

. Existe-il une méthode du premier ordre pour laquelle Y, reste bornée ?

. reprendre les questions précédentes lorsque I'équation est de la forme y" = —y — by,
avec b > 0.
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7.6. TA — 2007 avec correction

Ezxercice 7.33. — Méthodes des gradients Soit A une matrice symétrique définie positive, et T tel que
Az =b.
1. Montrer que & réalise le minimum de J(z) = (Az,z) — 2(b, ) et de E(zx) = (A(x — &),z — Z).
Les extremas de J sont solutions de J'(T) = 0 = 2(AT — b), soit AT = b. De plus,
J"(Z) = 2A une matrice sym. définie positive, alors T est un min.
On a E(z) = (Az,z) — 2(Az,x) + (AZ,z) = (Az,z) — 2(b,z) + (AZ,Z) = J(x) + (AZ, Z),
comme (AZ,Z) est une constante, E et J atteignent leur min au méme point T.
2. Montrer E(z) =< r(x), A~lr(z) > avec r(z) = b — Az.
Car r(z) = A(Z — x).
3. Soit 1, = b — Axy, # 0 une direction de descente. On considére la méthode itérative suivante : 11 = T + QTk.
Trouver ay, celui qui minimise E(xy1), c’est a dire : trouwver oy, tel que E(x) + apr) = minger E(zg +ary). Cette

méthode est celle du gradient a paramétre optimal.

On a
E(zy +arp) =< A(zp + ary — ), o + ar, — & >= E(x,) — 20 < 15,13 > +0% < Arg, 1 > .

C’est une équation du second degré en o et < Arg, v >> 0 car A est sym. définie positive,
alors le min est atteint par

o =< Tk, TE > / < Arg,rg > .

4. Montrer que Ti41 = ri — agAry et (rg,Tg41) = 0.
On argry=b— Axgyr = b— Az + agrg) = 1 — apArg.
On a < rg, i1 >=< 1, Tp — QRArE >=< 1,7 > — < 1, Arp >= 0 par définition
de o
5. On note By, =< 11, A~ ry, >. Montrer que Epy1=Ep(1—

<r'k,7'k>2 )
<A lrp rp><Arg,r>7"

On a Eypy =< rpp1, A7 gy >=< rpgr, A7 (e — apArg) >=<rpy1, A7 > —op <
Tpt1,7E > et comme < riy1,7, >= 0 d’ou le résultat. Ensuite,

By =< 141, A_IT‘k >=r| — ozkArk,A_lrk >=
<1, AT > —ay < Arp, AT e >= Ey — o < 1,1 > car A est symétrique.

Ainsi, de la définition de «y, on a

2 2
< Tk, Tk > < Tk, Tk >
Eirr = By = :E’f(l_ -1 )
< Arp, T > <A lrp,re >< Arg, i >
6. Montrer que Epy1 < Ei(1 —1/condz(A)). En déduire que la méthode est convergente.
La matrice est sym. définie positive alors ses valeurs propres sont strictement positives et

conda(A) = Amaz/Amin- On sait (feuile TD1) que le quotient de Rayleich vérifie :
)\minHTkuz §< ATk,Tk >S )\max”Tkuz

et

1 _ 1
— P << ATl ><— |
Amax Amln
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Ainsi,
)\min 4 -1 )\max 4
—HTkH << ATk,Tk >< A Tk, TL >< ”TkH
)\max )\mzn
soit encore
1 < ATk,Tk >< A_lTk,Tk >
< ds(A
condy(A) — llrx |1 < condy(4A),

On déduit immédiatement ce qu’il faut.
Convergence. Par récurrence, on a
1 1,

E <E(l-——")<E(l— —F——
ki1 < Ei( condg(A)) < Fof condg(A))

or condsA > 1, ainsi 0 <1 — m <1 et alors B, — 0 quand k — oo.
D’autre part, By =< Az — T),2% — T >> Apinllze — 2|12 alors |z — Z||? tend vers zéro

quand k tend vers l'infinie.
7. Appliquer cet algorithme a la matrice

2 -1 x1 _ 2
-1 2 ra )\ -1 )7
La méthode convergence en deux itérations.
8. Dire comment peut-on appliquer cet algorithme sur une matrice quelconque et inversible.

Il suffit d’appliquer la méthode des gradients sur le systéme linéaire AT Ax = ATb. La
matrice AT A est symétrique définie positive.

Ezxercice 7. 34 — Intégmtz'on 1D Construire la formule d’intégration suivante

1
/ a0t ~ ag(=1) + A" (0) +a(0)

degré de précision, erreur d’intégration ?. (Indication : faire le développement de Taylor pour g(t), g(—1), g(1) au point 0 &
Vordre 4.) Détailler la méthode composite pour approcher J(f) = f: f(z)dx en utilisant la formule d’intégration précédente.
Donner l’erreur d’intégration globale en fonction de h.

pour g(t) =1 alors 2 = a +

pour g(t) =t alors 0 = —a+~

pour g(t) = t?alors 2/3 = a + 206+~

donc pour a = v =1 et f = —2/3, la méthode est exacte sur IPy. D’autre part pour g(t) = t3, on
a f_ll g(t)dt = 0 et g(—1) — 24"(0) + g(1) = 0 et la méthode est ezacte sur IP5. Pour g(t) = t4,
f_ll g(t)dt =2/5 et g(—1) — 2¢”(0) + g(1) = 2, ainsi le degré de précision de la méthode est 3.

Erreur d’intégration.

12 t3 t4
g(t) = 9(0) +tg'(0) + 5"(0) + 59(3) (0) + 5790 (€), 0<& <t
g9(1) = g(0) +¢'(0) + %g”(U) - %9(3) (0) + %g(‘” &), 0<& <1
9(-1) = 9(0) ~ (0) + 59"(0) ~ co®(0) + 579V (&), 1< <0)
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ainst,

1 1
[ sty =290 + 350+ 5 [ o6

9(1) + 9(=1) = 29(0) + ¢"(0) + 5 (9" (61) + (9" ().

1 1
Rig) = [ a0t = (Ga(-1) = 30" ) + 3000 = 57 [ #oO it = 5169 6) - (6 (&)

en magjorant, on a
1

1
— 4 (4)

R < (5 +

Formule Composite. J(f) = Zij‘io_l f:“ f(x)dx et sur chaque intervalle de longueur h, on ap-
plique la formule d’intégration précédente

it ho[! h h?
[ pan =5 [ e a5 (500 = ST ok b2+ 3 ).

i

on a appliqué la formule avec g(t) = f(x; + %h)

Erreur d’intégration sur [x;, ;1] : Ri(f) = ﬁR(g). on a

2
h h h*
7 = IR0 < 5 s, o0 = 5o,

f @)l

Erreur d’intégration sur |a,b].

xm M-1 2 M-1
Z / wydr— o 3 (3£~ 2 P D) 4 ) = Y Rilf

=0 =0
par conséquent,
IS h (@ b—a @) 4
—M ( )at.
’Rh 2_% algj?b ‘f ( )‘ 320 a<m<b ’f (1’)‘
Ezxercice 7.35. — Intégmtion 2D On considére le triangle K = {(#,9) ER%x >0,y > 0,2+ ¢ < 1} et on note

O =(0,0), A= (1,0) et C =(0,1) les sommets

1. Déterminer les coefficient a, 3 et v tels que la formule d’intégration

[, 96 D)didi = ag(0) + Ba(4) +70(C) (7.41)
soit exacte pour les polynomes de degré < 1. Degré de précision ?

L’espace 1Py en dimension 2 est engendré par < 1,Z,9 > et de dimension 3.
pour g(Z,9) =1, on a [ didj = % =a+[+7,

pour g(&,§) = &, on a [ ididj = fol 18 pdg)di = L (1 — #)di = L = B,
Lo . G- . A
pour g(%,9) = y, on a [p &dydy = fo ¥ gdg)dz = =1
Donca=0p=~v=1/6 et la methode est exacte pour les polynomes de degré 1.
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Ensuite, pour g(,9) = &2, on a [ #2dédg = [ ([}~ " #%dy)di = [, #2(1 — &)dz = &5 #
. Ce qui prouve que la méthode n’est pas exacte pour 1Py et le degré de précision est 1.
n rappelle la formule de Taylor : Va, b € R2,

Qo=

2.
1
g(b) = g(a) + g'(a)(b —a) + /0 (1 —t)g" (ta+ (1 —t)b)(b — a,b — a)dt

Soit ap = (x0,yo) un point fize dans K. Appliquer la formule de Taylor précédente en considérant successivement
b= (x,9), b=0, b= A et b= C. Donner alors une estimation de l'erreur lorsque g € C%(R?) :

Ry (9)] < 2M g (9)
avee Ry (g) = [4 9(&, 9)didg — (ag(O) + Bg(A) +v9(C)) et

My (g) =max( sup |03;9, sup [93,9], sup [93;9]).
(@.9)€k (@.9)ek @9)ek

On applique Taylor avec b = (&,7) et a = (o, Yo)
9(2,9) = g(xo,y0) + ¢'(x0,y0) (& — x0, § — yo) + Ro(9) (7.42)
avec Ry(g) = fol(l —1)g" (tag + (1 — )b)(b — a,b — a)dt. On intégre sur K, il vient

I ¢ . o
/ g(z,y)dzdy = 59(:130,110) + 029(x0,Y0) / (& — xo)dzdy
K K

+ 9yg(wo,Yo) / (9 — yo)didy + / Ro(g)didj
K K
soit encore

R | 1 =z 1 o
/kg(:v,y)dwdy = ~g(z0,%0) + (z — 2)ug(w0,90) + (5 — @)%Q(wo,yo) + /I%Ro(g)dwdy

2 6 2 6 2
On applique encore Taylor successivement avecb =0,b=A, b=C eta =ag
9(0,0) = g(x0,y0) + ¢'(z0,y0) (20, —yo) + R1(9) (7.43)
9(1,0) = g(x0,y0) + ¢'(z0,y0)(1 — z0, —y0) + Ra2(9) (7.44)
9(0,1) = g(wo,50) + g (0, 40)(—0, 1 — yo) + Rs(g) (7.45)
avec

1

Rilg) = /0 (1= 1)g" (tap + (1 — )0)(ag — O, ap — O)dt
1

Ri(g) = /0 (1 —t)g"(tao + (1 — t)A)(ap — A,ap — A)dt

1
Ri(g) = /O (1= t)g"(tag + (1 — )C)(ap — C, ap — C)dt

d’otl
1 1 ’ 1 o 1 Yo 1
5(9(0, 0)+9(1,0)+g(0,1)) = §g(wo,yo) +g (wo,yo)(g ~ 5" 7) + E(Rl(g) + Ry(g) + R3(g))
ainsi

Rilo) = [ ol i)dadi = 5(6(0) +9(4) +4(C)) = [ Rolo)dadi — G(Rsla) + Falo) + Fa(o))
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Pouri=20,1,2,3 on a

1 1
Rilg) = /0 (1= 09" ()(Em),s (€ m))dt = /0 (1= )(@2ag() + P20() + 2nd2())dr,

avec £ =x —x0 ou 1 —xy ou —xg et comme x, xg € [0,1] alors|¢| < 1, de méme n =1y —yo
ou 1 —yg ou —yg et comme y, yo € [0,1] alors|n| < 1, en majorant R;, on a

1 1
IRi(g)| < Mg (o) /0 (1= (€ + 2 + 2¢|[nl)dt < M () /0 (1 - t)dt = 2M ()

enfin

1 1
[Ri(9)l < 5(2Mg) + £3(2Mp) = 2Mp.

3. On note K le triangle de sommets A, B=(1,1) et C, et Q le carré (0,1 x [0,1]. Déduire de ce qui précéde une formule
d’intégration sur le carré, et une estimation de l’erreur.

Sur K, on applique la formule précédente en utilisant les sommets du triangle, il vient

| st@ididy = Gg(a) + 9(B) + 9(C))
K

et Uerreur d’intégration est comme précédemment :
Ri(9) < 2Mg(9).

Le carré est la réunion de deux triangles :

| ot iy = [ ot pidi + [ ot 5)izds
~ £9(0) +9(4) +(C)) + 5 (9(4) +9(B) + 4(C)

et Uerreur d’intégration est majorée comme suit
|Rq| < 2Mg(g) +2M(g) < 4Mg

avec
Mg(g) = max( sup [0Z,g], sup [02;9], sup |0Z;9]).
(2,9)€Q (,9)€Q (,9)€Q

4. Soit h >0, et Q un rectangle de cotés Nh =1 et Mh = L, que l'on discrétise en NM carrés de coté h. Soit f € C%(Q).
Etablir une estimation Ry (f) de

1(f)=//9f(w,y)dwdy7 (7.46)

par la méthode composite et donner une estimation d’erreur.
Le rectangle § s’écrit : Q1 = Uyi<j<n1<j<myQij avec Qij est un rectangle de coté h, plus
précisément Q;; = [x;, x; + h| X [y;,y; + hl.

10 = [ [ faadedy= 3 /Q oy (7.47)

1<iSN1<j<M
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Approzimation de I;; = fQij f(z,y)dxdy = f;ﬁiﬁh fyyij"'h f(z,y)dzdy. On pose { = 55 et

n=L% ainsi

1 1
I(f) = 12 /0 /0 F(wi + hé,y; + hiy)dedn = B2 /Q g(€,m)dedy

(9(0) + 9(4) +9(C)) + g (9(4) +9(B) + 9(C))

[N

~
~

~
~

(f(zs,y5) + f(xi + h,y;) + f(zs,y5 + h))

To|T

+ F(f(% + h,y;) + f(xi,yj + h) + f(z; + h,y; + h))

ainsi Uerreur d’intégration sur Q;; est donnée par
|Rij(f)] < 4h*Mq(g) < 4h* M (f),

avec

M j(f) =max( sup |97, f|, sup |05,f], sup |97, f])
(x,y)EQij (xvy)eQij (xvy)eQij

Enfin, Uerreur d’intégration sur ) par la formule composite s’écrit

LR VR W

1<iSN1<j<M

0 Y () + St ho) + fG s+ )

1<iSNI<j<M

(f(@i + h,y;) + f(xi,y; +h) + f(z + hy; + h)))
= Y Ry,
1<i<N,1<j<M

et alors

Ra(H)l < > |Ri(f)] <4 NMMo(f),
1<i<N,1<j<M
avec

Mﬂ(f) :max( sSup ’a:%xfla sup ’agyf‘7 sup ‘8gyf’)7
(z,y)EN (z,y)EN (z,y)EN

or Nh=1 et Mh = L, on a finalement
|Ra(f) < 4ILMq(f)h>.

. Application. Soit € > 0. Déterminer h mazimal de telle facon que Ry (f) approche

2.3 203
I(f):/ / e ¥V dzdy
0 Jo
avec une erreur majorée par .

On a f(x,y) = 6_90293, [ =2, L =3. On dérivant la fonction f, on peut donner une
estimation des dérivées d’ordre 2, par exemple :

Maq(f) < 11736,
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ainsit
|Ra(f)] < 24 x 11736h* < ¢
d’ot h.
FEzxercice 7.36. — Equations différentielles : Une méthode a un pas Soit g € C1(R), & valeurs positives.

On considére une équation différentielle du premier ordre, de la forme y' = f(y), que on discrétise par une méthode a un

pas de la forme
Yn

1+ hg(yn)
ot h est le pas de discrétisation, n € IN et y, approche y(nh).

Yn+1 =

1. Ecrire cette méthode sous la forme générique d’une méthode & un pas. Exzprimer f en fonction de g pour que la
méthode soit consistance.

C’est une méthode a un pas,

Yn
YUn 1:yn+hq) tnaynah -
- ( )= T hgom)
alors ()
—Yng\Yn
@ tn?yn? h == .
( ) 1+ hg(yn)

Le schéma est consistant ssi

P (tn, Yns 0) = —yng(Yn) = f(tn, yn)
fy) =—yg(y).

2. On suppose que y(0) = yo. Montrer que pour tout n € IN y, € [0, yo].
Par récurrence. 1 + hg(yn) > 1 car g est positive, et y, 11 = #’?yn) < Yn < 1yo.

3. En déduire la stabilité, puis la convergence de la méthode.

On a

_ —y9(y)
(I)(tvyv h) - HTg(y)’

avec 0 <y < yq et et donc les fonctions g et g’ sont uniformément continues sur [0, yg]. On
note My = mazo<y<y,|g(y)| et Mz = mazo<y<y,lg'(y)]
Stabilité :

- | S

<lyg(y)(1 + hg(2)) — zg(2)(1 + hg(y))| = [(yg(y) — 29(2)) + hg(2)g(y)(y — 2)|
= y(9(y) — 9(2)) + 9(2)(y — 2) + hg(2)g9(y)(y — 2)|

<Iyllg(y) — g(2)| + lg(2)ly — 2| + hlg(2)g(W)|ly — zl,

ensuite, on a |g(y) — g(2)| < Ma|y — z|(th. des accroissements finis), on déduit

|®(t,y,h) — ®(t, 2, h)| < Malyolly — 2| + Mily — z| + M{hly — ],

et enfin pour h petit, c’est a dire pour h < hgy et hg fize, on a
|q)(t7y7 h) - (I)(t, 2, h)| < M|y - Z|,

avec M = Ma|yo| + My + MZhg. Le schéma étant stable et consistent, alors il est convergent.
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Ezxercice 7.37. — Meéthode des directions alternées Soit A une matrice réelle symétrique définie
positive, on décompose A sous la forme

A=rI+H+V

avecr € R, r > 0, I la matrice identité, H et V matrices réelles symétriques telles que rI + H
et rI +V soient inversibles. On note par la suite B = %H et C = %V. Pour résoudre le systéme
Ax = b, on considére la méthode itérative suivante :

xg arbitraire
(rl + H)yp41 = —Varp +b (7.48)
(rl +V)apt1 = —Hyg1 +b

1. Montrer que la méthode est consistante ( c-a-d si v, — x alors Ax =b).
2. Montrer que la méthode itérative ci-dessus converge si et seulement si

p((rI + V) ' H(rI+ H)™'V) < 1.

3. Montrer que les matrices B(I + B)™! et C(I + C)~! sont symétriques.
4. Montrer

p((rI+ V) P H(rI + H)™'V) < p(B(I + B) Yp(C(I+C)™).

(Indication : montrer que la matrice d’itération est semblable & une autre matrice et utiliser
la norme || - ||2).

5. Montrer que p(B(I + B)™') < 1 si et seulement si 31 + B est définie positive.

6. En déduire que si les matrices 51+ H et 51 +V sont définies positives, la méthode itérative
est convergente.

7. Préciser r, H et V dans le cas de la matrice suivante A

4 -1 -1
-1 4 -1 —1
-1 4 -1 -1
-1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1
—1 -1 4 -1
-1 -1 4 -1
—1 -1 4
Exercice 7.38. — Méthodes a deuxr pas On consideére le probleme de Cauchy suivant

{M@wammtemﬂ)
y(0) =n
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avec f L-lipschitz par rapport a y. Soit le schéma :

Ynt1 = Yn—1+ 20 f(tn,yn) n>1
y1 = yo + hf(0,y0)
Yo =1,
avec h=T/N, t, = nh.
1. Majorer les erreurs de consistance
Ey =y(t1) —y(0) = hf(0,4(0), En=y(tnt1) — y(tn-1) — 2hf(tn, y(tn))
en fonction de My, =  max AGIE

€(0,7)
2. Montrer que pour tout x > 0

e 2 4 2ze™ < 1; 2r < e 1422 < ée*.

3. Soit (0), définie par
en-‘rl < 971—1 + 2B9n + ap, > 1
avec 0;, a;, 3 € RT. Montrer que

n—1
0, < e(”_l)ﬁ\ /62 + 6% + Z aie(”_l_i)ﬁ, n > 2.
i=1

4. Montrer que
LT 1

n—1
Ze(n—l—i)hL < e
po hL

Soit e, = y(tn) — yn, n > 0. Montrer que

lent1| < len—1]| +2hLley| + |Exl.
En déduire que Jmax [y(tn) — yn| < Ch?, ot C est une constante & déterminer en fonction
n

de My, Ms et L. Conclure.

Exercice 7.39. — Approximation Soit xg € R fizé et p € C*([0,1]), on considére I’intégrale

1
/ (x — zo)p(z) dz.
0

1. Pour chacun des cas suivants, construire une formule d’intégration exacte lorsque p est un
polynoéme de degré inférieur ou égal a 1 :
(a) en utilisant les valeurs p(0) et p(1).
(b) en utilisant qu’une seule valeur p(a) ou a est a déterminer.
2. Soit R > 0, pour f,g € C°([0, R]) on considére le produit scalaire

R
(r9) = [ of@ala) de
Soit N € IN. On pose h = %, x; =1ih pouri=1,--- ,N et
Vw=A{f¢€ CO([O,R]);f affine sur [x;, x;y1]}.
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Déterminer la dimension de V. Soit I’ensemble des fonctions (@i);:év ou ®; est définie par

®i(z) = {

(x —xi-1)/h  si mig <z <uz
(ig1 —x)/h si z; <z <xig1, pourl <i< N -1

f (m—2)/h si0< <y,
olw) = { 0 sinon

By (x) = { éx —zn-1)/h sizy_1 <x <R,
Tracer ®;. Montrer que {®q,--- , PN} définie une base de Vj,.

3. On note M la matrice de projection orthogonale définie par M;; = (®;,®;). Ezpliciter M
et montrer que M est symétrique, définie positive. Montrer qu’il existe un unique p| € Vj,
tel que

sinon

(f—pL,®) =0 pouri=0,---N.
4. En utilisant les formules d’intégration précédentes, construire deux matrices My, My as-
sociées a des projections approchées et comparer les matrices obtenues. Pour f donnée,
calculer p, dans le cas avec N = 3.

Ezercice 7.40. — Intégration 2D On considére le triangle K = {(2,9) € R%2 > 0,9 > 0,2 +
g < 1} et on note A = (0,0), B = (1,0) et C = (0,1) ses trois sommets et G = (1/3,1/3) son
barycentre.

1. Déterminer le coefficient a pour que la formule d’intégration
/R 9(2,9)dzdj ~ ag(Q) (7.49)

soit exacte pour les polynomes de plus haut degré. Montrer que le degré de précision est 1.
2. On rappelle la formule de Taylor : g € C*(R?), g: R? — R, alors Va, b € R?,

1
g(b) = g(a) + ¢'(a)(b—a) + /0 (1—-t)g"(tb+ (1 —t)a)(b—a,b— a)dt.

Appliquer la formule de Taylor précédente en considérant b = (Z,9) et a = G. Lorsque
g € C%(R?), donner alors une estimation de l’erreur

Rilo) = [ ol.0)didi - ag(C)
en fonction de
My(g) =max ( sup |0%,9], sup |00l sup_[0%9]).
(z,9)eK (z,9)eK (z,9)eK
8. On note K le triangle de sommets B(1,0), D = (1,1) et C = (0,1) et Q le carré [0,1x[0,1].
Montrer que

[ staidndi = [ (1 =n.1 - )i (7.50)
Déduire de ce qui précéde une formule d’intégration sur K et sur le carré Q. Donner une

estimation de ’erreur d’intégration sur K et sur Q)
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4. Soit Qp un carré de coté h, Qn = [xo,x0 + h] X [yo,yo + h]. En déduire une formule
d’intégration sur Qy et une estimation de l'erreur d’intégration sur Qp

5. Soit h > 0, et Q un rectangle de cotés Nh =1 et Mh = L, que l’'on discrétise en NM carrés
de coté h. Soit f € C?(Q). Etablir une approzimation de

I(f)z//gf(w,y)dwdy, (7.51)

par la méthode composite et donner une estimation d’erreur Ry (f).
6. Application. Soit € > 0. Déterminer h mazximal de telle facon que la formule de quadrature

approche
2 3
I(f) = / / e~V dady
o Jo

avec une précision €.



CHAPITRE 8

DEVOIR SURVEILLE D’ANALYSE
NUMERIQUE (2010) ET SON CORRIGE

Exercice 1.

Soit (z;,y;) (i=1,--- ,n) une famille de points donnés. On cherche a = (a1, as,as) réalisant
le minimum de
n
J(a1,a9,a3) = Y w7 (a1 + agm; + azx] — y;)?
i=1
1. Calculer %(a), pour j =1,2,3.
2. Calculer J"(a) = (ﬂ)jk pour j, k =1,2,3.

. [P oy - \
3. Ecrire le systéme linéaire caractérisant le minimum du probléme

in J(a). 8.1
Inin J(a) (8.1)
4. Application. Soit la famille :
3 1 3 1
(xbyl) = (_17_)7 (332>yz) = (__7__)7 (53372/3) = (_70)7 (3347114) = (170)
2 27 2 2
Donner explicitement la solution de (8.1).
Montrer qu’il s’agit bien d’un minimum.
Exercice 2.
Soit la matrice symétrique suivante
3 -1 0 0 1
-1 3 —1 0 0
A = 0 0
0 -1 3 -1 0
0o --- -1 3 -1
1 0 -1 3
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Plus précisement, A = (a;;)sj

aij =

3 sij=i

-1 stj=t+1louj=1—-1

0 sinon

(8.2)

1 si(i=1,j=N)ou(i=N, j=1)

1. Montrer que la matrice A est définie positive. Est-elle inversible ¢ Montrer que 1 < A <5
ot \ est une valeur propre de A.
2. Soient les matrices L = (1;j)i; et U = (u4j)ij

dq
lo  dy

0

0 . In—2
0
aq as

soit encore

1
, U=
dn—2
In-1 dyn-—
an—2 Iy dn
di sij=1i 1
l; styg=1—1 U;
. ) Uij =
aj sii=N b;
0 sinon 0

0 .- 0 by
(25 0 bg
1 uy_o by |
1 un—
1

st =1
stj=1+1 (8.3)
sij=N '
sinon

Donner, par identification, les relations entre les coefficients des matrices L et U pour

que A = LU. Ecrire un algorithme permettant le calcul des coefficients des matrices L et U.

3. Soit A =M — N une décomposition de A avec M = %I , ot w >0 et I la matrice identité
dans R™™. Les valeurs propres de A sont classées par ordre décroissant

A=A > 2> A,

Pour résoudre le systéme linéaire Ax = b ou b un vecteur non nul de R™, on considére la

méthode itérative :

xg € R™ |
Mzxp1=Naxp+0b.

Montrer que la méthode est consistante.
4. Montrer que la méthode converge si et seulement si

2

(8.4)

5. Montrer que le rayon spectral de la matrice B = M"'N est donné par

p(M™IN) = maz{|l —whi|, [1 —wi,|}.
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6. Montrer que le meilleur choix de w, celui qui rend la convergence de la méthode la plus
rapide, est donné par :

2
w= .
)\1 + )\n
(indication : tracer w €]0, 400 — gi(w) =1 —w);|, i=1,n)

Exercice 3.

Soit f : R — R telle que f € C3([a,b];R) et soit a < b deur réels donnés. On cherche a
approcher f sur lintervalle [a,b] par un polynome p tel que

p(a) = f(a)
p(b) = f(b) (8.5)
p'(a) = f'(a)

1. Construire les polynoémes A1, Ay et A3 de degré 2 définis par

M) = N(a) =0, M\(b)=1
Ao(a) = a(b) =0, Ny(a) =1
As(b) = Ny(a) = 0, Asla) = 1

2. Montrer que (A1, A2, \3) forme une base de Py (ensemble de polynémes de degré inférieur
ou €gal a 2).
3. Montrer que tout polynome de Py vérifiant (8.5) est unique.
4. Construire un polynéme d’interpolation de TPy , vérifiant (8.5), exprimé dans la base (A1,
A2, Az).
5. Montrer que lerreur d’interpolation s’écrit :
2
fa) —p() = CZEZD p0 ey <) < (5.
(Indication : Définir pour x # a et x # b la fonction
o(t) = f(t) — g(t) — A(z)(t — a)®(t — b) et A(x) est donné par ¢(z) = 0.)
(a) Déterminer les réels a, B et v dans la formulation suivante

)

1
/_ 9(t) dt = ag(=1)+ g/ (=1) +7(1) + (o) (8.7)

pour que la méthode soit exacte sur les polynomes de plus haut degré (le reste R(g)
est nul lorsque la méthode est exacte). Quel est le degré de précision de la méthode ?
(b) Soit g € C3(|[-1,1];R), donner une majoration de lerreur d’intégration en fonction
des dérivées de g. (Indication : profiter de [’égalité (8.6)).
(c) Soit {x;, i = 0,...., M}, une subdivision de [0,5] de pas h. On cherche a approcher
J(u) = f05 u(z) dz.
(i) Construire une méthode d’intégration pour approcher J;(u) = fiﬁh u(x)dz en
utilisant (8.7) et donner une majoration de lerreur de lintégration sur l’inter-
valle [z;, x; + h].
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(i) Décrire la méthode composite en utilisant (8.7) pour approcher J(u) et majorer

Uerreur d’intégration de la formule composite.

Corrigé exercice 1.

CORRIGE

1. On dérive par rapport aux variables a;. Il vient

27
8@1

0J

a3

0J

day

2. La matrice est symétrique.

n
a) =2 Zx?(al + ax; + azwy — y;)

i=1

n
a) =2 Zx?(al + agw; + asw; — y;)

i=1

n
a) =2 Zx?(al + agw; + agw; — y;)

i=1

82(11(13 im1
%7 ",
(1) = 2;:5
9%J "

—9 5

82(12(13 @ Z::EZ

3. Le min est caractérisé par J'(a) = 0, soit encore

oJ

aal (

oJ 97 ()
aag

Z:p a1 + Zaz as + ZJE ag—Z:nyl
Zw Jai + ( Zx Jag + ( Zw ag—Zwyz
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8J n n n n
a—ag(a) =0 (Z z)ay + (Z z))ag + (Z 9)ag = Zﬁyz
i=1 i=1 i=1 i=1

C’est un systeme linéaire :
Aa=1b

avec
n n
2 n 3 n 4 2
E z; zz‘:1 €T; zz‘:1 €T; E T;Yi
i=1 i=1
n n
3 n 4 n 5 3
A= E TP T Y% | etb= E T;Yi (8.8)
i—1 i=1

n n
dowi Y X > @iy
i=1 =1
4. On commence par calculer les coefficients de la matrice

n n n
dai=241/2=5/2, > af=0, Y al=2+1/8=17/8
i=1 i=1 i=1

n

n
doad=0,, Y af=2+1/32=065/32

i=1 i=1
n n n
S owdyi=9/8 ) alyi=-21/16; Y aly; =45/32.
i=1 i=1 i=1
5 0 17/4 ai 9/4
0 17/4 0 ay | = | —21/8
17/4 0 65/16 as 45/16
Donc a; = 5/4, as = —21/34, az = 2. Pour montrer que c’est un min, on va montrer que

J” (a) est définie positive.

5 0 17/4
J’(a) =2A = 0 17/4 0
17/4 0  65/16
La matrice 2A est réelle et symétrique. Elle est définie positive ssi ses valeurs propres sont
strictement positives. On a A3 = 17/4 et \y + Ao =5+ 65/16 > 0 et Ay = % - 17+617 =
(325 —289)/16 donc A1 > 0 et g > 0.

Corrigé exercice 2.

1. D’apres le théoréme de Gerschgorin, les valeurs propres sont dans l'union des disques de
centre a;; et de rayon Y. laij|. Ici il y a un seul disque D(3,2) c’est a dire

A3 <2
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Par ailleurs, A est symétrique et réelle alors ses valeurs propres sont réelles. On déduit
alors

—2<A=-3<2 <= 1<)AL5.

2. On fait le produit LU = A, il vient

dl d1u1 0 s 0 dlbl

lo  louy 4+ do daua 0 e laby + dabo

0 . . . .
A=LU = ,

0 l; liui—1 + d; d;u; - l;bi_1 + d;b;

0 .

a1 ajuy + ag e aN_3uN-3+an—2 an_2un—2+INn c

avec ¢ = Zﬁf a;b; +Iyun_1+ dn. On déduit alors les relations suivantes :

dl = 3, d1u1 = —1, dlbl =1
lp = =1, louy +do = 3, daug = —1, laby + daby =0
li=-1, liui1+d; =3, dyu; = —1, l;b;_1 +d;b; =0, pouri =2,N —1

a1 =1; a;_1ui_1+a; =0 pouri=2,N —2; ay_oun_os+Iy=-1;,c=3

On va maintenant décrire ’algorithme, c’est & dire comment calculer les coefficients des
matrices L et U :

1 1
1 , Uy T
1 loby
2 , do =3 —louy, us & 2 &

e Calcul des coefficients l;,d;, u;, b;
pour i = 2 a N-1 faire

l;=-1,

di =3 — ljuj—1,

U; = _d%-

b; = —libd%a

fini

e Calcul des coefficients a;
ayp = 1

Pour i = 2 a N-2 faire

G; = —Qj—1Ui—1

fini

e Calcul du coefficient Iy
INn=—-1—-an—2un—2
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e Calcul du coefficient dy. La relation ¢ = 3 permet de calculer le coefficient manquant

dy comme
N-2

dy =3 — Z a;b; + INun_1.
i=1
3. Si x, — x, alors la limite x verifie :
Mz =Nz+b < (M—N)z=0b < Ax=0b.
4. On a
Tpp1 = M7IN z, + M~1h.
La méthode converge ssi p(M™IN) < 1. Ona M™IN = M~ Y(M—A) = I-M'A =T-wA.
Les valeurs propres de la matrice d’itération I —wA sont 1 —wl;. Ainsi,
p(M™IN) = _max 1T —wh|.
Alors

1
p(MTIN) <1 <= [1-wlj| <1 <= —1<1l-wh<1l < O<w< o Vi=1---n. (8.9)
i
Si la méthode converge, alors on a
1
O<w< —
A1
parce que la relation (8.9) est valable en particulier pour i = 1. D’autre part, comme Ay > \;,
pour tout i , alors si 0 < w < )\—11, on déduit
1
S N
i
ce qui montre que la relation (8.9) est vérifiée et la méthode converge.
5. On a déja vu que

1
O<w< —
w "

p(M7IN) = max |1 —w.
P

=1, ,n

Les valeurs propres positives de A sont classées par ordre décroissant
AM2>2X>- 220, >0
donc
1—whM <1—-—wA < - <1—w,.

ce qui donne le résultat.
6. Le meilleur choix de w est celui qui minimise la rayon spectral par rapport a w. En effet,

p(M~'N) = max(g1(w), gn(w)) = f(w)
Le meilleur choiz de w vérifie
() = min f(w)
c’est a dire

flwy) < fw), Vw.
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On trace les deux courbes g1(w) et gn(w), ensuite on trace f(w) et enfin on cherche (graphi-
quement) le min de f.

Corrigé exercice 3.

1. Construction de \1. Le réel a est une racine double \i(x) = c(x—a)? et A1 (b) = c(b—a)? = 1
alors Ai(x) = ﬁ(w —a)?.
Construction de Ag. Aa(x) = c(x — a)(x — b) et Ny(z) = c((x — b) + (x — a)). Comme
My(a) =c(b—a) =1, d'ot \a(z) = 572 (z — a)(z — b).
Construction de A3. A\3(x) = (ax + B)(x —b). On a A\3(a) = (aa + B)(a —b) = 1 et
Ny(z) = (am + B) + a(z — b) = 0 donc Ny(a) = (aa + B) + ala — b) = 0. on a alors
(aa+B) = L5 = —ala —b) ce qui donne o = —ﬁ et =L —aa=_1L + =R
2. On montre que cette famille est libre.

aAi(x) 4+ BAz(z) +yA3(x) = 0.

pour x = a, on déduit v = 0; pour x = b on déduit o« = 0, pour x = (a + b)/2 on trouve
B =0 ou bien on dérivant aly(z) =0 et on prend x = a.

3. Soient p,q € Py, alors 1 = p — q € Py et vérifie r(a) = r(b) = 1'(a) = 0, ainsi r(z) =
c(x —a)?(x —b); orr € Py alors c =0 et r(z) =0 pour tout .

4. Pour x = a ou x = b, I’égalité (8.6) est vérifiée. Pour x # a et x # b, on définit la fonction

o) = f(t) = p(t) — A(x)(t —a)*(t — D)
avec A(x) est définit par g(x) = 0, soit encore

@) —pla)
A = Rty

On a ¢(a) = ¢(b) = ¢(x) = 0, donc d’aprés le théoréme de Rolle, il existe & €la, x|
et & €]z, b] tels que ¢'(§1) = ¢'(§&2) = 0. Par ailleurs, comme ¢'(a) = 0 alors il existe
€3 €la, & et &4 €]&1, 8| tels que ¢7(§3) = ¢7(&a) = 0, enfin il existe § €]&3,84[ tel que
¢ () = 0.

On a ¢®(t) = fO(t) — p®(t) — 6A(x). On a p®(t) =0 car p € PPy. On a montré alors
que pour tout x €la, b, il existe a < &(x) < b vérifiant

(€)= F9() - 6A(x) =0,
so0it encore fa) () .
_ r)—p\&) 3
Az) = G—aP@—0) Ef( )(©).
D’ou le résultat .
5 pourg(t)=1,2=a+~
pour g(t) =t, 0= —a+ B+~
pour g(t) =t2,2/3 =a — 2B+~
on résout ce systéme linéaire : on obtient

a=4/3, B=2/3, ~v=2/3.
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Degré de précision : Pour g(t) =t3, on a

1
/ g(t)ydt=0
-1

ag(—1) + Bg'(—1) +yg(1) = —4/3 +2+2/3 = —4/3

donc la méthode n’est pas exacte pour IP3 et enfin le degré de précision est 2.
. Soit p € Py le polynéme d’interpolation vérifiant :

p(=1) =g(=1), p'(-1)=4(-1), p(1)=g(1)

d’aprés la question précédente avec f = g, a = —1 et b= 1, on déduit qu’il existe £ €] —1,1]

et

tel que

204 —
o)~ ple) = LD 0 ),

On intégre en t, il vient

1 1 1 2 _
[ atwae— [ par= [ LD 0 ey

-1 1 -1 6

On a p € Py, ainsi la formule d’intégration est exacte

1
/_ POt = ap(=1) + B/ (1) + 3p(1) = ag(~1) + A’ (1) + 9(0).

ce qui donne
1 204
Rlg) = /_1 = 1)6(15 1)9(3) (&())dt.

On donne une majoration de l'erreur :

1 201
|R(g)| < (/ wdt) max ¢ (¢)| <

- max ¥ (€)].
-1

8
¢el-11) 3 ¢el-L1)

. On fait un changement de variable en posant x = x; + %h, ainsi

Ti4+1 1
/ u(z)dr = g / u(x; + #h)dt,

1

%

on applique la formule avec g(t) = u(z; + 1ELh), et alors u'(t) = bu/(v; + FLh

/xl‘i+1 w(w)dz ~ g(au(%) + ﬁgu/(ﬂ?z) + 7u($i+1)>a

Erreur d’intégration sur [z;,x;41) : Ri(u) = 2R(g). on a

h 4h ah B
h 4h @) ()| = d1° ®)
Bl < 5 max 1970 = 555 max e @)

|Ri(u)] =
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8. Formule Composite. J(u) = Zf‘io_l f:“ u(x)dx et sur chaque intervalle de longueur h, on

applique la formule d’intégration précédente
Erreur d’intégration sur [0, 5].

M=1 g PR M-1
— Z / u(x) de — B Z (au(ml) + ﬁ o' (z5) + yu(wisq ) R;i(u
i=0 V@i i=0 =0
par conséquent,
5 pt ) 5 CYRNE
Ry (u Z < —Moglggs\u (@) = (g max, [u® (@) 4"



CHAPITRE 9

DEVOIR SURVEILLE D’ANALYSE NUMERIQUE
(2011)

Exercice 1.

On munit I'espace vectoriel C!( 1];R) du produit scalaire suivant

< fg>= / F(@)g(e) de + /_ @ () da

On note par ||f|| =v/< f, f >.

Trouver le polynome de degré < 2 qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres
carrés de f(x) = z* pour la norme définie ci-dessus.

Exercice 2.

Soit M, (R) I'ensemble des matrices a n lignes et n colonnes et a éléments réels. La norme
matricielle considérée est celle associée a la norme vectorielle euclidienne sur R™ (notée || - [|2
dans le cours).

Soient A, Aj et Ay trois matrices carrées et réelles vérifiant :
i) A=A + Ay,
ii) Ay est symétrique définie positive,
iii) As est symétrique semi-définie positive.

Soit 7 un réel strictement positif (r > 0).

1. Montrer que les matrices A; + r 1, As +r 1 et A sont inversibles (ou I désigne la matrice
identité).
2. Montrer que :
(A +rD) Y (rI—A) = (rI—A) (Ay+rD)7L. (9.1)

3. Exprimer les valeurs propres de la matrice produit ci-dessus en fonction de celles de A;.

4. Soit le systéme linéaire suivant
Az =0, (9.2)
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ou b est donné dans R".
Montrer que I’équation (9.2) équivaut a :

(A1 +rDx = (rI—As)xz+b, (9.3)
et aussi a :
(Ao +rl)x = (rI—A1)xz+b. (9.4)

5. Pour résoudre numériquement (9.2), on considere les deux suites (x,,) et (y,,) de R™ définies
par la donnée de xg et par les deux relations de récurrence suivantes :

(Ai+rDym = (r1—A)xy +0b 9.5)
(Ao+rDxpmyr = (rI—A)ym+0b. '
Montrer que Z;,+1, donné par (9.5), s’écrit sous la forme :
Tmt1 = Bxy +c,
ou B € M,(R) et c € R™.
6. En déduire que
Tm— x = B™ (xg—x) .
7. On pose
U=(Ay+rI)B(Ay+rI)7L.
Montrer que
(a)
U=2o 9y oﬁ@i:(rl—Ai)(Ai+rI)_1, 1=1,2,
(b) p(®1) < 1et p(P2) <1 (ou p(M) d ésigne le rayon spectral d’une matrice M),
()
p(B) = p(U) < [|Ul2 < p(®1) p(P2) -
8. Que peut-on déduire sur les suites (z,,,) et (y.,) lorsque m tend vers +oc?
Exercice 3.
Soit f : R+ R telle que f € C?([a,b];R) et soit a < b deux réels donnés.
1. Déterminer la formule d’intégration suivante
a+h
/ f(&)dz ~ af(a) + Bf(a+ ) (9.6)

pour qu’elle soit exacte pour des polynomes de degré le plus haut possible. Préciser le degré
de précision.
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2. On note
' a+h
= / (@) dz, I(h) = af(a) + Bf(a+h) et R(h) = I — I(h).

On rappelle la formule de Taylor a I'ordre p, Il existe 0 < 6 < 1 tel que
hP—1
(p—1)!
Calculer R'(h), R”(h), R® (h) et R (h). En déduire que

4

YRR e W
R(R) = =35 £7(a) = a7 f (0 + 0h) = T f D (a+ 01) (9.7)

2 hP
R(h) = R(0) + hR'(0) + %R”(O) ot RP=1(0) + FR@)(eh).

oun <<l
3. On utilisant la formule d’intégration (9.6), donner une approximation de

a+h/2 a+h
L — / F)dy et I = / f() dy.

+h/2
En écrivant que I = I; + I, donner une approximation de I notée J(h). On définit

r(h) =1 — J(h)

Montrer que
h3 h4 (3) b h5d
h)=——f"(a) — = 2) — —d,, .
r(h) = = (@) — 5= fPa+7h/2) - o 99)

on0<7<letd, = (%f(‘l)(a + T%) + f®(a + Th)). (On peut par exemple faire un
développement de Taylor a 'ordre 4).
4. Montrer que
4J(h) — I(h)
3
ol c¢; et ¢y sont des coefficients & déterminer.

—I= Clh4 + 62h5

5. Donner une approximation d’ordre 4 de I.
6. On note I4(h) une approximation de I a l'ordre 4. Construire une méthode d’intégration
d’ordre 5.






CHAPITRE 10

TRAVAUX SUR ORDINATEUR
INITIATION A MATLAB

Matlab est un logiciel de calcul numérique produit par MathWorks (voir le site web
http :// www.mathworks.com/). Il est disponible sur plusieurs plateformes. Matlab est un
langage simple et tres efficace, optimisé pour le traitement des matrices et pour le calcul
numérique. Matlab est I’abréviation en anglais de ”matrix laboratory”, tous les objets
en jeu sont des matrices, y compris les scalaires (matrices 1 x 1).

On propose une initiation non exhaustive des commandes utiles en calcul scientifique.
Premiere utilisation de Matlab , I’aide en ligne Une fois Matlab lancé, les instructions de
Matlab doivent étre tapé dans la fenétre de commandes le sigle >> signifie une ligne
de commande, Par exemple :

>>1+1
ans =
2
>>t=1+1

>>u=sin(t)

u =

0.9093
>>v=exp (u)

v =

2.4826
>>format long
>>v

v =

2.48257772801500
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>>format short

>>v

v =

2.4826

>>who

Your variables are:
ans t u v

>>whos

Name Size Bytes Class
ans 1x1 8 double array
t 1x1 8 double array
u 1x1 8 double array
v 1x1 8 double array
>> clear

>> v

On remarque que :
1. par défaut, tout calcul est affecté dans la variable ans
2. la commande format permet de modifier 'affichage du format des différentes variables

3. les commandes who, whos permettent de lister ’ensemble des variables utilisées
4. la commande clear efface le contenu de tous les variables utilisées.

10.1. La commande;

>> y=sin(0.15%pi);

le calcul de y a été effectué mais il n’est pas affiché a I’écran. Pour ’afficher, il suffit de taper y
>>y

y= 0.4540

10.2. Variables spéciales

pi, i, realmin, realmazx, eps, ans ... variables prédéfinies.
>> eps
ans =
2.2204e-16
>> 1. + eps
1.0000
>> realmax
ans =
1.7977e+308
>> realmin
ans =
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2.2251e-308
>> v=1.e+400
v =

Inf
>> pi

>>y = 0.444444444444444e-30
>>x = 0.222222222222222e-20
>> Xty

0.222222222666667e-20
>>u = 0.444444444444444e+30
>>v = 0.222222222222222e+20
>> utv

0.444444444666666e+30

Le calcul se fait en réduisant a la puissance la plus élevée. Dans le premier cas, le se fait de la
maniere suivante

z +y = 10729(0.222222222222222 + 0.000000000444444)
et dans le second

u + v = 1030(0.444444444444444 + 0.000000000222222).

10.3. Nombres complexes

>> cl = 1-2i

cl =

1.0000 - 2.00001
>> ¢c2 = 3*(2-sqrt(-1)*3)
c2 =

6.0000 - 9.00001
>>c3= conj(c2)
>> real(cl)

>> imag(c2)

>> abs(c2)

>> angle(cl)

ans =

-1.1071
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10.4. Affichage

FORMAT Set output format. All computations in MATLAB are done in double precision.
FORMAT may be used to switch between different output display formats as follows : FORMAT
SHORT (default) Scaled fixed point format with 5 digits. FORMAT LONG Scaled fixed point
format with 15 digits.
>> pi
ans =
3.1416
>> format long
>> pi
ans =
3.141592653589

10.5. Les commentaires

Il est important de pouvoir écrire des commentaires lors de I’élaboration d’un programme. Pour
cela, sur une ligne tout ce qui apres le symbole % est non lu.
>> pi % pour connaitre la valeur de pi

10.6. Vecteurs - Matrices

Les tableaux (vecteurs, matrices, ...) s’'utilisent dans la fenétre de commande matlab ou dans
des programmes.
Les indices des vecteurs et matrices commencent toujours a 1. L’indice 0 n’existe
pas en matlab.
La iéme composante d’un vecteur x est appelée (i) ; le coefficient de la iéme ligne, jéme colonne
d’une matrice A est A(7, 7). Il n’y a pas a déclarer les tableaux, mais il est cependant recommandé
de réserver une place mémoire pour les matrices en les initialisant a 0. (voir plus loin).

10.6.1. Création de vecteurs. — Un vecteur ligne est défini

(i) soit par une relation de la forme

r =zl 22 zn]
ou
x = [zl,22, ,zn]
ou les éléments z; sont séparés par des espaces ou des virgules et mis entre [ |. Exemples :
> x1 = [1.1 2.3 3.5 -4. -8.] % (vecteur de 5 composantes)
x1l =
1.1000 2.3000 3.5000 -4.0000 -8.0000
>> x2 = [3 -5.2 2*sqrt(3)] % (vecteurs de 3 composantes).
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X2 =
3.0000 -5.2000 3.4641
>>x2(3)

(i) soit par une subdivision d’un intervalle donné (a,b) en sous-intervalles de longueur donnée
h7
x=a :h :b aller de a a b par pas de h,
x=a :b (par défaut h = 1).
> x=5:-1:1
x=564321
> x=1: 1.1 : 5

X = 1.0000 2.1000 3.2000 4.3000
>> x=5:1
X=

Empty matrix: 1-by-0
> x =0 : pi/2 : 2 * pi
X =
0 1.5708 3.1416 4.7124 6.2832
(i) soit par l'instruction
x=linspace(a, b, n) définit un vecteur de n composantes
z(i) =a+ (i —1)2=% pouri=1---n.
Par défaut : n = 100.
>>y= linspace(0,pi,9)
y =
0 0.3927 0.7854 1.1781 1.5708 1.9635 2.3562 2.7489 3.1416
(iv) soit par 'utilisation d’une fonction. Par exemple, si x est un vecteur ligne, alors sin(x) et
cos(x) (par exemple) sont des vecteurs ligne de méme nombre de composantes.

10.6.2. Vecteur transposé. — Un vecteur colonne peut étre défini comme le transposé d’un
vecteur ligne, 2/ désigne le vecteur transposé du vecteur z.

> x=(1:4) ; y=1[3-4.52.1]" % deux vecteurs colonnes x et y de composantes

ii) ou directement, en utilisant des; au lieu de ,.
x = [zl;22; ;zn]

>> z = [3.1452 ; -3 ; 4. ; 5.256] I, définit un vecteur colonne z de composantes

iii) en utilisant une fonction. Si x est une vecteur colonne, sin(z) et cos(x), par exemple, sont
des vecteurs colonne de méme longueur que .

>> x
>>y

(0 : 0.2 : 1); % x est un vecteur colonne

exp(x); % y est un vecteur colonne
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10.6.3. Opérations sur les vecteurs. — Quelques opérations sur les vecteurs :
+ : addition de deux vecteurs u et v de méme longueur.
dot(u,v) ou v *v : produit scalaire de deux vecteurs u et v.

% :  multiplie deux vecteurs composantes par composantes.

./ : divise deux a deux les composantes de deux vecteurs .

" éleve les composantes d’un vecteur a la puissance des composantes du second.
sum(u) : somme des composantes d'un vecteur u.

mean(u) : moyenne des composantes d’un vecteur u.

length(u) : donne la longueur d’un vecteur u.

min(u) donne la plus petite composante d’un vecteur u.

maz(u) : donne la plus grande composante d’un vecteur u.

u =
1 2 3 4
v =
3 4 5
>> z =u .k v % z(1) = u(@)*v(i)
z =
2 6 12 20
> w =v./u % w(i) = v(d) = u@d)
W =
2.0000 1.5000 1.3333 1.2500
>t =v . u % t(i) = v(i) " u(d)
t =
2 9 64 625
> x = (0 : 0.2 : 1)
x =
0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000
>> z = exp(x).* cos(x)

z=
1.0000 1.1971 1.3741 1.5039 1.5505 1.4687
%z est un vecteur dont les composantes sont les éléments

%z(1) = exp(x(i)) cos(x(i)) pour i = 1; ; 6,
>> disp(’mean(z) = ’), mean(z)
>>disp(’length(z) = ’), length(z)
>>disp(’min(z) = ’), min(z)
>>disp(’max(z) = ’), max(z)
>>disp(’sum(z) = ’), sum(z)

>>disp(’max(abs(z)) = ’), max(abs(z))

disp(’phrase a afficher’) : affiche a I’écran la phrase "phrase a afficher”
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10.7. Création de matrices

i) Une matrice de n lignes et p colonnes peut étre définie par une relation de la forme :
A= [an @12 Qlp; A21 A22 G2p; " Apl Gp2 anp]

> A=[1234;5678; 910 11 12] % A est une matrice de 3 lignes et 4 colonnes
A =

1234

5678

9 10 11 12

A’ désigne la transposée de A si A est réelle, adjointe de A si A est complexe.
A(i, j) désigne I’élément de la ligne i et colonne j .

ii) Une matrice peut aussi étre construite a partir de vecteurs ou de matrices plus petites
concaténation :
Exemple

> A=[12 3; 45 6]

A =

123

456

> B =[4A; 7 8 9]

B =

123

456

789

10.7.1. Création de matrices n x p. — Initialisation de matrices
A=zeros(n,p) : initialisation a 0 d’une matrice n lignes et p colonnes
A=eye(n) : matrice identité d’ordre n
A=ones(n, p) : matrice n lignes, p colonnes, composée de 1
A=rand(n, p) : matrice de nombres aléatoires €]0;1][.
Exemple.

>> x = zeros(l, 5) ¥ définit le vecteur nul de 5 composantes

x=00000

>> x = zeros(5 , 1) Jdéfinit un vecteur colonne de 5 composantes egales a 0.
>> x = ones(1l, 5) Ydéfinit le vecteur ligne de 5 composantes

x=11111

10.8. Opérations sur les matrices

Quelques opérations possibles
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+ ¥ : addition, multiplication de deux matrices compatibles.

x = A(L, ) premiere ligne de A.

y=A(:2:3) : deuxiéme et troisitme colonnes de A.

w=A(3,i:j) : dui-ieme au j-ieme elements de la ligne 3.

u=A(:2 : deuxiéme colonne de A.

z=A(:) : mise sous forme d’une colonne.

c *A : multiplie tous les éléments de A par le scalaire c.

A.m : élévation a la puissance m de chaque élément de la matrice A.

Am™ : élévation a la puissance m de la matrice A.

size(A) : donne les dimensions de la matrice A ([m,n]=size(A))

eig(A) : vecteur donnant les valeurs propres de la matrice A

det(A) : donne le déterminant de la matrice A.

rank(A) : rang de la matrice A

trace(A) . trace de la matrice A

spy(A) : représentation graphique de la matrice A (dans le cas de matrices de grande taille).
Exemple :

>>A= rand(6,6)
>>DetA=det (A)
>>ValProp = eig(A)
>>A(1,:)=1
>>A(4,3)=-3.3333
>>ranghA= rank(A)

>>B = rand(20,30);
>>B(3:6,10:18)=0.;
>>spy (B)
>>[n,m]=size(B)
>>NbLigneB = size(B,1)
>>NbColonneB= size(B,2)

10.9. M-Files ou scripts

Un script (ou M-file) est un fichier (premiertp.m par exemple) contenant des instructions
Matlab.

Tous les fichiers matlab doivent se terminer par le suffix .m

Voici un exemple de script ou de programme matlab :

% mon premier programme matlab

Jpremiertp.m calcule det, valeurs propres d’une matrice
h

clear all

%%h% Les matrices

n=input (’Donner la dimension de la matrice n = ’)
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A= rand(n,n)
DetA=det (A)
ValProp = eig(A)
AL, :)=1
A(4,3)=-3.3333
rangh= rank(A)

nbl=input (’Donner le nombre des lignes (> 10)de la matrice B = ?)
nbc=input (’Donner le nombre des colonnes(>20) de la matrice = ’)

B = rand(nbl,nbc);
B(4:8,10:18)=0.;
spy (B)

[n,m]=size(B)
NbLigneB = size(B,1)
NbColonneB= size(B,2)

Matlab vous offre un éditeur pour écrire et mettre au point vos M-files :
Pour exécuter le programme il suffit de cliquer sur run dans le menu de I’éditeur,
ou
dans la fenétre de commande, on exécute un M-file en utilisant le nom du script comme com-
mande :
>> premiertp

Les M-files (ou programme) sont exécutés séquentiellement dans le "workspace”, c’est a
dire qu’ils peuvent accéder aux variables qui s’y trouvent déja, les modifier, en créer d’autres etc.

10.10. Fonctions

Une fonction est un script admettant des variables d’entrées et des variables de sorties, par
exemple f(z,y) = 22 + 3? admet x et y comme variables d’entrées et le résultat z = 22 + 32
comme argument de sortie. Voici une fonction ”fonc” définie dans un fichier fonc.m

function [z,t] = fonc(x,y,m)
z = X" 2+y72;
t=x-y+m;
end

Les variables x, y et m sont les variables d’entrées et ils ne doivent pas étre modifiées & l'intérieur
de la fonction. Les variables z et ¢t sont les arguments de sortie, la fonction doit affecter une valeur
pour z et t.

Utilisation de cette fonction. Une fonction est appelé depuis un script (un programme
principal) ou dans une fenétre commande.
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> [z,t] = fonc(1., 0., -4.)
>>[yl,y2]= fonc(-1., sin(1.), sqrt(2.) )

10.11. HELP

Toutes les fonctionnalités de matlab sont illustrées & partir du menu help.
>>help function

>> help for

>> help switch

>> help if

10.12. Boucles et controle

10.12.1. Opérateurs logiques de comparaison. —

< plus petit

> plus grand

<= plus petit ou égal
>= plus grand ou égal

== égal ( compare si deux nombres sont égaux ou non)
= différent ou pas égal

/& et logique

| ou logique

not

10.12.2. It then else. — Faire help if.
Exemple.

a= log(2.)

b= sqrt(2.)/2.

if (a > b)

disp(’ a est plus grand que b’)
else

disp(’a est plus petit que b’)

end

10.12.3. For. — Faire help for.
Exemple.
A = zeros(4,5)
for i =1: 4
for j=5:-1:1
A(i,j) = i+j~2 ;
end
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end
A

10.12.4. switch. — Selon la valeur d’un parametre faire.
help switch
Exemple.

switch m % faire selon la valeur de m
case 0 % si m=0
x=0
case {1, 2, 9} % si m=1 ou m=2 ou m=9
x= m~2
case {-3,-1, 99} % si m=-3 ou m=-1 ou m= 99
x= m+ m~2
otherwise % sinon
x=-9999999
end

10.13. Graphismes

>> help 2-D Plots
mettre dans un script courbes.m les instructions suivantes

% courbes.m

% Exemples de graphismes en 2D
% graphe 1

figure

x=0:0.05:5;

y=sin(x."2);

plot(x,y);

xlabel (’Time’)
ylabel(’Amplitude’)
title(’ma premiére courbe’)
legend(’toto’)

%hgraphe 2

figure

z =-2.9:0.2:2.9;
bar(z,exp(-z.*z));

%hgraphe 3
figure
subplot(2,1, 1)
plot(x,y);
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subplot(2,1,2)
bar(z,exp(-z.*z));

% graphe 4

figure

Y=[0:0.05: 1];Z1=sin(2%pix*Y) ;Z2=cos(2*pi*Y);
plot(Y,Z1,’:b’,Y,22,°+k’);

title(’Exemple de courbes’);
xlabel(’Y’);ylabel(’Z’);
legend(’sin’,’cos’);

Commenter chaque instruction de ce programme.

FEzxercice 10.1. — Définir la fonction gaussienne.m,

function [g] = gaussienne(x,xc,s)

g=exp( - (x-xc)~2/s72)

end

tracer la fonction pour différente valeur de xc et s sur la méme courbe (faire un script tracer-
gauss.m).

Dans la fonction gaussienne l’argument x est un scalaire, écrire une fonction
"gaussiennev(x,xc,s)” avec x un vecteur. Tracer la fonction pour différente valeur de xc et s sur
la méme courbe.

10.14. tic toc

Calcul le temps CPU d’exécution d’un programme. Il suffit de faire I'instruction tic au début
du script et ensuite de faire toc en fin du script pour avoir le temps d’exécution du programme.

10.15. Fonctions mathématiques

sin cos tan sinh cosh tanh ...
asin acos atan asinh acosh atanh ...
exp log logl0 sqrt

fix(x) : donne le plus petit entier inférieur ou égal au réel x
floor(x) : donne la partie entiere de z

ceil(z) . le plus proche entier plus grand ou égal a x
round(z)

mod(x) ¢ le reste de la division

sign

autres fonctions : factor isprime primes ged(pged) lem(ppem)
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TRAVAUX SUR ORDINATEUR
EQUATION DE LA CHALEUR EN 1D

11.1. Equation de la chaleur

On s’intéresse a I’approximation de I’équation de diffusion suivante :
{ —u"(x) = f(z), pour0<z<1
u(0) = ug, u(l) = uq

Soit xg, 1,2, ..., TNs, TNs+1, Une subdivision réguliere de l'intervalle [0, 1] de pas h.
On note u; une approximation de u(z;). La solution u =? (u1, us, ..., uns) du systéme précédent
est obtenue par la méthode des différences finies suivante :

L wio —u uigp — U

h h h
Uy = Ug, UNs+1 = Ud

>:fz-, pouri=1,...,Ns

1. Ecrire ce systeme sous la forme AU = b, ou A est une matrice symétrique.
2. Définir sous Matlab :

(a) la fonction f(x,m) qui admet le réel x et l'entier m comme arguments et est définie

par :
0. sim=20
—2. sim=1
z? sim=2

f(:n,m): ;

4% sin(2mwx) sim=3

10.e7* sim=4

function y = f(x,m)
% Terme source
switch m
case 0
y = zeros(size(x)) ;
case 1

y= ...
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otherwise
error (’Argument m indéfini dans f’);
end
end

la fonction solex(x,uy,uq,m) qui est la solution exacte de I'’équation associée a la
fonction f (x,m) et aux valeurs uy et u,.

function y = solex(x, ug, ud, m)
% Solutions exactes
switch m

case 0

end
end

Dans un script :

Créer le vecteur X des abscisses des sommets du maillage ;

Créer la matrice A et le vecteur b, et résoudre AU = b (en utilisant la résolution de
matlab).

Comparer la solution exacte et la solution calculée en fonction de Ns et m. Tracer la
solution exacte et la solution approchée.

% Ce programme résoud 1l’équation de la chaleur en dimension 1
% Paramétres d’entrée

% m : cas d’étude pour le terme de forgage f(x)

% Ns : nombre de points de maillage (nombre de sommets)
% ug et ud : Conditions aux limites en x=0 et x=1

clear all

clf

disp(’ ”)

disp(’==== Equation de la diffusion =======’)

disp(’ =)

disp(’ Le second membre, choix de la fonction f ’)
disp(’ pour m=0 ; f=0 et u = ?)

disp(’ pour m=1 ; f=-2x’)

disp(’ pour m=2 ; f=x"2’)

disp(’ pour m=3 ; f=4x%pi’)
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disp(’ pour m=4 ; f=exp(x)’)
% Données du probléme m, Ns, ug,ud

% creation du vecteur

% Systéme linéaire : Remplir la matrice A
% Second membre b

% Résolution du systéme linéaire

tic;
U = A\ b;
time_matlab = toc;

% Calcul de la solution exacte aux points du maillage
Uex = solex(X, ug, ud, m);

% Erreur relative par inversion directe
err = abs((Uex-U));

ErreurMax= max(err)/max (abs (Uex))
Erreur2= norm(err)/norm(Uex)

% Graphismes

% Méthode de Jacobi

% Méthode de Gauss-Seidel
% Méthode LU

% Comparaison

Résoudre le systeme AU = b par la méthode de Jacobi en tirant profit du fait que
A est matrice tridiagonale. Comparer en temps CPU la résolution de matlab et la
résolution proposée.

function [x, k, erreur, converge] = jacobi_tri(A,b,itermax, tolerence)
S
% résoud le systéme linéaire Ax=b par la méthode de Jacobi pour une matrice
% tridiagonale

% Les seuls coefficients non nuls de A sont A(i,i-1), A(i,i) et A(i,i+1)
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A= D-E-F

D Xk1 = (E+F)Xk +b

itermax = nombre d’iterations maximales

tolerence = 1l’erreur entre deux itérés successives pour la convergence

k = nombre d’itération que 1l’algorithme effectue si 1’algoritme converge
si la methode ne converge pas alors k = itermax

erreur : 1l’erreur entre xkl et xk ;

si la methode converge erreur <= tolerence

converge = 1 si la methode converge sinon = 0

[n,n] = size(A);
xkl = zeros(n,1);

xk = zeros(n,1);

x= zeros(n,1) ;

converge = 0 ;

for k=1:itermax

% resolution d’une iteration de Jacobi
xk1(1) = (b(1)- A(1,2)*xk(2) ) /A(1,1) ;
for i=2: n-1

xk1(i) = A COMPLETER ;
end
xk1(n) = A COMPLETER ;
yA

erreur = norm (xkl-xk);
if (erreur <= tolerence)
x=xk1;
converge =1
break %%% on sort de la boucle
else
xk=xk1;
end

end

end

(g) Résoudre le systeme AU = b par la méthode de Gauss-Seidel en tirant profit du fait
que A est matrice tridiagonale. Comparer en temps CPU la résolution de matlab et la

résolution proposée.
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(h) Stocker A sous forme d’une matrice tridiagonale, faire la décomposition LU et résoudre
le systeme linéaire. Comparer en temps CPU la résolution de matlab et la résolution
proposée.

11.2. Flambage d’une barre (facultatif)

Soit une barre verticale, représentée par un segment [0,1], fixée aux extrémités en 0 et 1, soumise
a une force P. Quand P est faible, la barre n’est pas déformée. Lorsqu’on augmente P, on atteint
une valeur critique a partir de laquelle la barre se déforme. Le probleme est de déterminer cette
force critique.

La déformation horizontale u(x) de la barre pour x € [0, 1] est solution du probléme suivant :

—(c(z)(2)) = Pu(z),  z€(0,1) (11.9)
u(0) =0, u(l) =0 '
ou ¢(x) est une fonction positive qui dépend des caractéristiques de la barre (section, élasticité).
Le probleme (11.9) est un probléme de valeur propre. On cherche la plus petite valeur de P,
c’est & dire la plus petite valeur propre de l'opérateur —(c(z)u’(z))’. Dans le cas simple ou la
fonction ¢ est une constante, par exemple pour ¢ = 1 les solutions sont les couples (u, P) avec
P = (kr)?, u(z) = sin(knzx), k > 1.
Dans le cas ou la fonction ¢ dépend de x, on cherche une solution approchée par la méthode des
différences finies en considérant I’approximation suivante (mémes notations x; et u; que dans la
partie 2) :
1 Us—1 — Uy Ui+1 — Uy .
7 <—ci_ — _CH%T = Pu;, pouri=1,...,Ns
up =0, uns+1 =0

(11.10)

N

— o TitTit1
aveccH%—c( ).

1. Vérifier que le systeme (11.10) vérifie AU = PU avec U = (ug,ug,- - ,uns) €t

c1+c3 —C3
2 2 2

_|_
o
njot
|

o
njot

—C 1 C 1 +c 1
Ns—§ Ns+§ Ns—§

2. En utilisant la fonction eig(A) et dans le cas ¢ = 1, calculer les valeurs propres de A et

comparer avec la solution exacte en fonction de NVs.
3. Etudier le cas ot ¢(z) = (z — $)*.
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