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LA SINGULARITÉ DE O'GRADYMANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGERRésumé. Soit M2v l'espae de modules des faiseaux semi-stables deveteur de Mukai 2v sur une surfae K3 ou abélienne où v est primitif telque 〈v, v〉 = 2. Nous montrons que l'élatement de M2v le long de son lieusingulier réduit fournit une résolution sympletique des singularités. Ceidonne une desription direte des résolutions de O'Grady de MK3(2, 0, 4)et MAb(2, 0, 2).Abstrat. Let M2v be the moduli spae of semistable sheaves withMukai vetor 2v on an abelian or K3 surfae where v is primitive suhthat 〈v, v〉 = 2. We show that the blow-up of the redued singular lo-us of M2v provides a sympleti resolution of singularities. This pro-vides a diret desription of O'Grady's resolutions of MK3(2, 0, 4) and
MAb(2, 0, 2).1. L'espae de modules de O'GradyIl est notoirement di�ile de produire des variétés holomorphiquementsympletiques irrédutibles ompates. À déformation près, il y a les deuxséries in�nies trouvées par A. Beauville [4℄, à savoir les shémas de Hilbert despoints sur une surfae K3 et les variétés de Kummer généralisées assoiéesà une surfae abélienne, et les deux exemples isolés onstruits par O'Grady([14℄, [15℄).Selon Mukai, les espaes de modules de faiseaux stables sur une surfae

K3 ou abélienne sont lisses et munis d'une forme sympletique holomorphe.Si les paramètres numériques, à savoir le rang et les lasses de Chern, sonthoisis de façon à e qu'il n'existe pas de faiseau stritement semi-stable,les espaes de Mukai sont ompats mais se déforment dans les exemples deBeauville.La stratégie de O'Grady pour la onstrution de ses exemples est de on-sidérer ertains espaes de modules singuliers puis de les résoudre symple-tiquement si possible. La résolution de O'Grady est relativement ompliquée :elle onsiste en deux élatements suivis d'une ontration sur un shéma deparamètres muni d'une ation d'un groupe de reparamétrisation où il faut1991 Mathematis Subjet Classi�ation. Primary 14J60 ; Seondary 14D20, 14J28.1



2 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGERtenir ompte à haque étape du omportement de la semi-stabilité des pointssous-jaents.Nous montrons ii que l'élatement du lieu singulier réduit de l'espae demodules fournit diretement une résolution sympletique des singularités. Laméthode onsiste en une étude loale détaillée des singularités de l'espae demodule sans référene aux tehniques de onstrutions globales.Soit X une surfae projetive lisse de type K3 ou abélien. Soit de plus
v ∈ Hpair(X, Z) et soit Mv l'espae de modules des faiseaux semi-stablessur X par rapport à un diviseur ample H et ayant veteur de Mukai v (voirsetion 5).Théorème 1.1. � Soit v ∈ Hpair(X, Z) un élément primitif ave 〈v, v〉 = 2et H un diviseur ample 2v-générique. Alors l'élatement de M2v le long deson lieu singulier réduit est une résolution sympletique des singularités.Les hypothèses du théorème ouvrent à la fois les exemples de O'Grady[14, 15℄ et aussi elles, similaires, de Rapagnetta [16℄. Un phénomène similairea été observé par Haiman pour la puissane symétrique de C

2 et la résolutionsympletique donné par le shéma de Hilbert [9℄,[10℄. Par ailleurs, dans [12℄,nous avons montré qu'à part dans les as i-dessus du théorème 1.1, lesespaes de modules des faiseaux semi-stables sans torsion sur une surfae
K3 ou abélienne n'admettent pas de résolution sympletique en rang r ≥ 2(voir [12℄, Théorème B pour l'énoné préis).Le plan de la démonstration est le suivant. Nous allons d'abord étudier lagéométrie d'une ertaine orbite nilpotente Z ⊂ sp4 qui nous servira ommemodèle loale pour la plus mauvaise singularité de M2v , puis on établiraune version analogue du théorème 1.1 pour Z (Théorème 2.1). Ensuite, nousmontrerons un résultat essentiel pour notre preuve qui est aussi d'intérêtindépendant, à savoir que Z possède une ertaine rigidité relative aux défor-mations : une déformation de Z qui ne hange pas les singularités de Z endehors de l'origine ne peut déformer la singularité à l'origine non plus. Pluspréisément, on montrera que le module T 1

Z est pur (Théorème 3.1).Après es préparations nous étudierons la struture loale de l'espae demodules. Les singularités de l'espae de modules proviennent à la fois dupassage au quotient par l'ation des groupes d'automorphismes et du om-portement de l'appliation de Kuranishi dont nous rappelons la onstrutionet ses propriétés dans un appendie (Appendie A). Nous nous plaeronsensuite en la plus mauvaise singularité et montrerons que le �ne normalde ette singularité est isomorphe au modèle a�ne i-dessus (Théorème 4.5).



LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 3Finalement, nous montrerons, par un argument de déformation expliite, quela singularité est formellement isomorphe à son �ne normal.On voit ainsi que l'élatement du lieu singulier réduit donne une résolutionsemi-petite des singularités de M2v. Il est onnu que la forme sympletiques'étend sur l'image réiproque de la partie générique du lieu singulier quionsiste en des singularités de type A1 (f. [14℄). Cette forme s'étend partoutpour des raisons de odimension.Remeriements : Nous remerions Duo van Straten pour le aide ave lesdéformations ainsi que Theo de Jong et Dmitry Kaledin pour nos disussionstrès onstrutives. Nous avons fait des expérienes ave Singular [6℄ et nousremerions Gert-Martin Greuel pour son aide pendant nos premiers pas avee logiiel. Finalement, nous remerions le referee pour nous avoir signaléque notre argument dans la première version de et artile était inomplet.2. Le modèle algébrique et sa résolutionSoit V un espae vetoriel omplexe de dimension 4 muni d'une formesympletique ω. On désigne par sp(V ) l'algèbre de Lie sympletique assoié.Soit Z ⊂ sp(V ) la sous-variété des B ∈ sp(V ) tels que B2 = 0. Les 16oe�ients de la matrie B2 ne sont pas indépendants : l'idéal I0 ⊂ C[sp(V )]de Z est engendré par 6 quadriques. Il est onnue que Z est l'adhérene del'orbite nilpotente de type o(2, 2) (voir [5℄, [8℄ pour plus de détails). Le lieusingulier Zsing de Z onsiste en les B ayant rang ≤ 1 ; son idéal L0 estengendré par les oe�ients de Λ2B, 'est-à-dire les 2 × 2-mineurs de B.On sait qu'on obtient une résolution de Z de la manière suivante. Soit Gla grassmannienne des sous-espaes vetoriels U ⊂ V isotropes maximaux.La variété G est isomorphe à la sous-variété de P(Λ2V ∗) = P
5 dé�nie parl'équation quadratique ϕ ∧ ϕ = 0 et l'équation linéaire ω(ϕ) = 0 ave ϕ ∈

Λ2V . Soit U ⊂ V ⊗OG le sous-�bré tautologique. Comme ω est non-dégénéréeet les �bres de U sont isotropes par onstrution, ω induit un aouplementparfait U×(V ⊗COG)/U → OG. On obtient ainsi la suite exate tautologique(2.1) 0 −→ U −→ V ⊗OG −→ U∗ −→ 0.Le �bré vetoriel Hom(U∗,U) est la restrition à G du �bré otangent de
Grass(2, V ) ; le �bré otangent T ∗G de G s'identi�e ave le sous-�bré desformes symétriques sur U∗.Soit Z̃ ⊂ Z × G la sous-variété des paires (B,U) telles que B(U) = 0.Désignons par σ : Z̃ → Z et π : Z̃ → G les deux projetions anoniques. Par



4 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGERonstrution, pour un élément (B,U) ∈ Z̃, l'endomorphisme B : V → V sefatorise omme suit(2.2) V −→ U∗ B
−−→ U −→ Voù B est une forme quadratique sur U∗. On voit ainsi que π : Z̃ → G estisomorphe à la projetion anonique T ∗G → G. Par onséquent, Z̃ est lisse.Le morphisme σ : Z̃ → Z est une résolution semi-petite : la �bre de σ au-dessus d'un point B ∈ Z de rang 1 est isomorphe à P((Ker B/ Im B)∗) = P

1et au-dessus de B = 0 isomorphe à G.Théorème 2.1. � La résolution σ : Z̃ → Z est isomorphe à l'élatementde Z le long de Zsing ⊂ Z.Démonstration. Soit b : V ⊗ OZ → V ⊗ OZ l'homomorphisme anoniquequi en B ∈ Z multiplie par B. Par onstrution σ∗b s'annule sur π∗U . Onobtient la fatorisation(2.3) σ∗b : V ⊗O
Z̃
−→ π∗U∗ b

−→ π∗U −→ V ⊗O
Z̃En passant à la puissane extérieure(2.4) σ∗Λ2b : Λ2V ⊗O

Z̃
−→ π∗ detU∗ Λ2b

−−−→ π∗ detU −→ Λ2V ⊗O
Z̃on voit que l'annulation de la setion Λ2b du �bré inversible π∗(detU)2 équiv-aut à l'annulation de σ∗Λ2b. Par onséquent, on a(2.5) J := σ−1L0 · OZ̃

∼= π∗(detU∗)2 ∼= π∗OP(Λ2V ∗)(2)On observe par ailleurs que σ∗(OZ̃) = OZ puisque les singularités de Z sontrationnelles. Considérons maintenant les inlusions(2.6) L0OZ ⊂ σ∗J ⊂ OZLes radiaux de L0OZ et σ∗J oïnident. Comme L0 est un idéal premier,
L0OZ = σ∗J . Selon le lemme suivant, on a également Ln

0OZ = σ∗(J
n). Ainsi(2.7) Z̃ ∼= Proj(

⊕
σ∗(J

n)) = Proj(
⊕

Ln
0OZ) = Bl(Z).

�Lemme 2.2. � L'homomorphisme (σ∗J)⊗n → σ∗(J
n) est surjetif.



LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 5Démonstration. On onsidère le diagramme ommutatif
T ∗G

π
−→ G

σ

y
y

Z −→ ∗Observons maintenant que l'on a(2.8) H0(Z, σ∗(J
n)) = H0(G,π∗π

∗O(2n)) = H0(G,S∗(TG) ⊗O(2n)).Comme Z est a�ne, il su�t de montrer que
H0(G,S∗(TG) ⊗O(2))⊗n → H0(G,S∗(TG) ⊗O(2n))est surjetif. Pour ela, il su�t de voir que

H0(G,O(2)) ⊗ H0(G,Sk(TG) ⊗O(2n)) → H0(G,Sk(TG) ⊗O(2n + 2))est surjetif pour tout k ≥ 0 et tout n ≥ 1 ou enore que Sk(TG) est 2-réguliersur G au sens de Mumford-Castelnuovo [13℄. Que H1(G,Sk(TG)(1)) = 0 estonséquene immédiate du théorème d'annulation de Gri�ths [7℄. L'annula-tion de H2(G,Sk(TG)) et de H3(G,Sk(TG)(−1)) se déduit des suites exates
0 −→ Sk−1(OG(1)⊕5) −→ Sk(OG(1)⊕5) −→ Sk(TP4 |G) −→ 0et
0 −→ Sk(TG) −→ Sk(TP4 |G) −→ Sk−1(TP4 |G) ⊗OG(2) −→ 0.

�3. Rappel sur des déformations et RigiditéSoit (X,x0) un germe d'un espae analytique. Une déformation de Xest une appliation plate f : (X , x0) → (S, s0) des germes d'espaes ana-lytiques ave un isomorphisme expliite X0
∼= X de la �bre spéiale X0 =

f−1(s0). Soit Def(X) le fonteur qui assoie à une base S l'ensemble desdéformations de X sur S modulo isomorphisme. L'espae tangent formel
Def(X)(C[ε]) est le germe d'un faiseau de OX -modules ohérent T 1

X dé�niomme suit : Soit X ⊂ (Cn, 0) donné par l'idéal I ⊂ C{x1, . . . , xn} et soit
Θ : OX〈∂x1

, . . . , ∂xn
〉 → HomOX

(I/I2,OX) l'homomorphisme naturel ave
∂xi

7→ (f 7→ ∂xi
(f)). Alors T 1

X = Coker(Θ). Par le ritère de Jaobi T 1
X apour support le lieu singulier de X.Pour une hypersurfae X = {f = 0} ⊂ C

n le alul de T 1
X est simple :

T 1
X = C{x1, . . . , xn}/(f, ∂x1

f, . . . , ∂xn
f). Par exemple, pour la singularité detype A1, {x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0} on trouve T 1
X = C.



6 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGERLe théorème suivant est essentiel pour la démonstration de notre résultatprinipal. Il montre une ertaine rigidité inattendue de la singularité de Z :Théorème 3.1. � Soit Z ⊂ sp(V ) la variété dé�nie i-dessus. Alors le
OZ�module T 1

Z est pur de dimension 4.Démonstration. Rappelons que Z est singulier le long du lieu de matries derang ≤ 1 dans sp4. En un point p ∈ Zsing \ {0}, le germe (Z, p) est essen-tiellement une singularité de type A1. Plus préisément, il est analytiquementisomorphe au germe (C4, 0) × ({x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0}, 0). On en déduit que larestrition de T 1

Z à Z\{0} est loalement libre de rang 1 le long de Zsing\{0}.Un sous-module de T 1
Z de dimension < 4 est don néessairement onentréà l'origine.Soit I0 = I0Osp(V ) ⊂ Osp(V ) le faiseau d'idéaux de Z ⊂ sp(V ). Comme i-dessus on désigne par Θ : Tsp(V )|Z → Hom(I0,OZ) le morphisme anoniquequi assoie à un hamp de veteurs la dérivation orrespondante.Une présentation de l'idéal I0 se onstruit omme suit. La struture sym-pletique ω sur V induit une anti-involution f 7→ f t sur End(V ) donnéepar ω(f t(v), w) = ω(v, f(w)) pour v,w ∈ V . Soit End(V ) = E+ ⊕ E− ladéomposition par rapport aux valeurs propres de l'involution telle qu'enpartiulier sp(V ) = E−. On a une surjetion(3.1) g : E∗
+ ⊗Osp(V ) −→ I0, (λ,B) 7→ λ(B2).En e�et, Z ⊂ sp(V ) est dé�ni par l'équation B2 = 0, et B2 ∈ E+ pour

B ∈ sp(V ). Il est faile à véri�er que la suite suivante est un omplexe(3.2) (Λ2E∗
+ ⊕ E∗

+) ⊗Osp(V )
r

−−→ E∗
+ ⊗Osp(V )

g
−−→ I0,où l'appliation r est donnée sur la partie Λ2E∗

+ par les relations tautologiques
r(λ∧µ,B) = λ⊗µ(B2)−µ⊗λ(B2) et sur la partie E∗

+ par r(λ,B) = λ◦ad B.On peut montrer que (3.2) est une présentation de I0, mais nous n'en avonspas besoin. En appliquant le fonteur Hom(−,OZ) on obtient le omplexe(3.3) Hom(I0,OZ)
g∨

−−−→ E+ ⊗OZ
r∨

−−−→ E+ ⊗OZ .Si d0 désigne la omposition(3.4) Tsp(V ) ⊗OZ = E− ⊗OZ
Φ

−−→ Hom(I0,OZ) −→ E+ ⊗OZon voit que l'on a le lemme suivant.



LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 7Lemme 3.2. Le module T 1
Z s'identi�e à un sous-module du H1 du omplexe(3.5) C• : E− ⊗OZ

d0

−−→ E+ ⊗OZ
d1

−−→ E+ ⊗OZave d0 : (b,B) 7→ bB + Bb et d1 : (b,B) 7→ bB − Bb.Pour démontrer le théorème 3.1, on va se plaer sur la résolution σ : Z̃ → Zde la setion préédente.Lemme 3.3. � On a H1(C•) = σ∗H
1(σ∗C•).Grâe à l'équivariane de σ∗C• sous l'ation de Sp(V ) les noyaux, onoy-aux et groupes de ohomologie sont plats sur G (par rapport à π : Z̃ =

T ∗G → G). On peut don se restreindre à étudier la �bre au-dessus d'un
[U ] ∈ G.Choisissons une déomposition V = U⊕U∗ ave ω =

( 0 | 1
−1 | 0

). Un élémentde E− est de la forme ( α | β
γ | −α∗

) ave des 2×2�matries α, β, γ où β et γ sontsymétriques. De même, un élément de E+ est de la forme ( α | β
γ | α∗

) ave des
2× 2�matries α, β, γ où β et γ sont anti-symétriques. La �bre F au-dessusde U est un C

3 ave oordonnées x, y, z où B = σ(x, y, z) est donnée par lamatrie ( 0 | B
0 | 0

) ave B
( x y

y z

). Ave es notations, on voit que(3.6) d0|F
( α | β

γ | −α∗

)(Bγ | αB−Bα∗

0 | γB

)
, d1|F

( α | β
γ | α∗

)(−Bγ | αB−Bα∗

0 | γB

)
.Par onséquent, ( α | β

γ | α∗

)
∈ Ker(d1|F ) si et seulement si Bγ = 0 et αB estsymétrique. De même ( α | β

γ | α∗

)
∈ Im(d0|F ) si et seulement si γ = 0 et s'ilexiste γ′ symétrique ave α = Bγ′ et α′ ave β = α′B−Bα′∗. En partiulier,

σ∗C•|F se déompose en trois parties suivant α, β ou γ. Plus préisément
H1 est la somme direte de1. H1

I = {α | αB symétrique }/{Bγ′ | γ′ symétrique }2. H1
II = {β | β anti-symétrique }/{α′B − Bα′∗ | α′ quelonque }3. H1
III = {γ | Bγ = 0 et γ anti-symétrique}Commençons ave (3). Pour γ =

(
0 t
−t 0

) on a Bγ =
(−yt xt
−zt yt

). Ainsi(3.7) H1
III = Ker(OF

(x y z)t

−−−−−−→ O3
F ) = 0Pour (2) on observe que si α′

(
α11 α12
α21 α22

) on a α′B − Bα′∗
(

0 v
−v 0

) ave v =

α11y + α12z − α21x − α22y. Ainsi(3.8) H1
II = Coker(O4

F
(y z −x y)

−−−−−−−−→ OF ) = O{0}.



8 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGERFinalement pour (1), on alule ave α
(

α11 α12
α21 α22

) et γ′
( γ11 γ12

γ12 γ22

) que
αB
(

α11x+α12y α11y+α12z

α21x+α22y α21y+α22z

)
Bγ′

(
γ11x+γ12y γ12x+γ22y

γ11y+γ12z γ12y+γ22z

)Ainsi H1
I est le H1 du omplexe(3.9) O3

F

(
x y 0
0 x y
y z 0
0 y z

)

−−−−−−→ O4
F

(y z −x y)
−−−−−−−−→ OF .Maintenant, en utilisant le omplexe de Koszul du point {0} ∈ F , on trouve(3.10) H1

I = O{xz−y2=0}.On déduit de (3.7), (3.8) et (3.9) que H1(σ∗C•) = L⊕M où L et M sontdes �brés en droites sur σ−1(Zsing) et σ−1(0) = G respetivement. Pourterminer la démonstration, il su�t de montrer que M n'a pas de setionglobale e qui montrera que σ∗M = 0.En fait, il est onséquene de la dé�nition de H1
II et de l'équation (3.8)que(3.11) M = Homanti-sym(U∗,U) ⊂ E+ ⊗OGPar onséquent, on a des isomorphismes M ∼= Λ2U ∼= OP(Λ2V )(−1) et donbien σ∗M = 0. �4. La struture loale de l'espae de modulesSoit X une surfae projetive lisse munie d'un diviseur ample H. Soit Ml'espae de modules des faiseaux H-semi-stables sur X de rang et de lassesde Chern �xés. On sait que les points de M sont en bijetion ave les lassesd'isomorphisme de faiseaux poly-stables, i. e. somme direte de faiseauxstables. Soit E un tel faiseau et soit Extp(E,E)0 la partie sans trae du

Extp(E,E). Alors on a la desription suivante de la struture loale de Men [E].Soit Â la omplétion de l'anneau A = C[Ext1(E,E)] des fontions polyn�mi-ales sur Ext1(E,E) par rapport à l'idéal maximal m des fontions qui s'an-nulent dans l'origine. La proposition suivante est bien onnue :Proposition 4.1. � Il y a un élément f ∈ Ext2(E,E)0 ⊗ m2Â, dite l'ap-pliation de Kuranishi, ave les propriétés suivantes :1. f est équivariante par rapport à l'ation de Aut(E) sur Ext(E,E) paronjugaison.



LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 92. La partie initiale f2 ∈ Ext2(E,E)0 ⊗ m2/m3 de f est donnée par
f2(e) = e ∪ e où e ∈ Ext1(E,E).3. Soit a ⊂ Â l'idéal engendré par l'image de l'appliation adjointe
f : Ext2(E,E)∗0 → m2Â. Alors il y a un isomorphisme des anneauxomplets ÔM,[E]

∼= (Â/a)Aut(E).On verra f ou bien omme un élément de Ext2(E,E)0 ⊗ m2Â ou bienomme une fontion formelle Ext1(E,E) → Ext2(E,E)0 selon le ontexte.Évidemment, f n'est pas unique : par exemple, on pourrait y appliquer unhangement équivariant de oordonnées. Nous rappelons la onstrution de
f dans l'appendie en dérivant au même temps une autre propriété de f donton aura besoin.Soit F un faiseau stable sur une surfae K3 ou abélienne et V :=

Ext1(F,F ). La omposition(4.1) ω : V × V
∪
−→ Ext2(F,F )

trae
−−−−→ Cdé�nit une forme sympletique non-dégénérée. Soit E = F ⊕ F . Alors on a

Aut(E) = GL2, Ext1(E,E) = gl2 ⊗V et Ext2(E,E)0 = sl2. La propositionsuivante est un as spéial de la proposition A.2 de l'appendie :Proposition 4.2. � Il existe un élément f omme dans la proposition 4.1tel que f s'annule sur le sous-espae(4.2) (
Ext1(F,F ) 0

0 Ext1(F,F )

)
⊂ gl2 ⊗Ext1(F,F ) = Ext1(E,E).En fait, grâe à sa GL2�équivariane, f s'annule sur toute l'orbite de esous-espae.On suppose à partir de maintenant que dim(V ) = 4 et on hoisit une basesympletique v1, v2, v3, v4 de V par rapport à laquelle la forme ω est donnéepar la matrie(4.3) J :=




0 1

−1 0

0 1

−1 0




.Soit A = S•(gl2 ⊗V )∗, et soit f : sl∗2 → Â une appliation de Kuranishi SL2�équivariante pour le faiseau E qui s'annule sur d ⊗ V ∗, où d ⊂ gl2 désignele sous-espae de matries diagonales. Une telle fontion existe selon Prop.4.1 et Prop. 4.2.



10 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGEROn identi�e gl2 ⊗V = gl⊕4
2 en vertu de la base (v1, . . . , v4) et on désignepar Ai : gl⊕4

2 → gl2, i = 1, .., 4, la i-ième projetion. On onsidère A1, . . . , A4omme des oordonnées à valeurs matriielles. Alors, omme la partie quadra-tique de f est donnée par le produit de Yoneda on trouve que f s'exprimeen termes de es Ai omme suit :
f(A1, A2, A3, A4) = [A1, A2] + [A3, A4]

+ termes de degree plus haut ∈ sl2, et
f(A1, A2, A3, A4) = 0, si les Ai sont des matries diagonales.Soit L ⊂ A l'idéal de l'adhérene du SL2�orbite de d⊕4 dans gl⊕4

2 . On a don
a ⊂ LÂ, où a ⊂ Â est l'idéal de la proposition 4.1.Selon le premier et le deuxième théorème de la théorie des invariants [17℄pour le groupe SL2 le sous-anneau des invariants ASL2 est engendré par lesfontions suivantes : (i, j = 1, . . . , 4)1. Xi = tr(Ai),2. Yij = tr(A′

iA
′
j), où A′

i = Ai −
1
2 Xi id,3. Ti = (−1)i tr(A′

1, . . . , Â
′
i, . . . , A

′
4), où ̂ signi�e qu'on enlève le fateuren question.Si Y = (Yij) et T = (Ti), alors les relations fondamentales entre elles sont :(4.4) Y = Y t, det(Y ) = 0, Y T = 0, TT t = −2adj(Y ),où adj(Y ) désigne la matrie adjointe de Y .D'autre part, l'idéal a0 = a ∩ ÂSL2 ontient la fontion(4.5) T ′

1 := −
1

2
tr(A′

2f(A1, . . . , A4)) = T1 + termes de degree plus haut(et d'une façon similaire des fontions T ′
i = Ti + . . . pour les autres indies),et aussi(4.6) tr(A′

iA
′
jf(A1, . . . , A4)) = (Y JY )ij + termes de degree plus haut.Grâe à (4.5), on peut remplaer les Ti par les T ′

i omme oordonnées. En-suite, en alulant modulo a0, on peut éliminer les T ′
i omplètement. On endéduit que(4.7) (Â/a)SL2 = ÂSL2/a0

∼= C[[X1 . . . ,X4, Y11, Y12, . . . , Y44]]/Ipour un ertain idéal I qui ontient des fontions(4.8)
fab(Xi, Yjk) := (Y JY )ab + termes de degree plus haut, 1 ≤ a ≤ b ≤ 4.



LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 11Nous laissons au leteur le soin de véri�er que L ∩ ASL2 est engendré partous les 2 × 2�mineurs YabYcd − YadYbc de Y .Pour simpli�er les notations dans la disussion suivante on identi�e l'es-pae des matries symétrique Sym4 ave l'algèbre de Lie sympletique sp4 envertu de l'appliation Y 7→ B := Y J . Par abus de notation on garde la no-tation I. Rappelons que I0 ⊂ L0 ⊂ C[sp4] désigne l'idéaux engendré par lesoe�ients des matries B2 et Λ2B, respetivement (Cf. Se. 2). Résumonsdon :Proposition 4.3. � Soit R̂ la omplétion de R = C[C4×sp4] dans l'origine.Il y a des idéaux I ′ ⊂ I ⊂ L0R̂ ⊂ R̂ tels que(i) il y a un isomorphisme Φ : ÔM,[E]
∼= ÂSL2/a0

∼= R̂/I,(ii) I ′ est engendré par des fontions fα(X,B), α = 1, . . . , 6, dont lestermes initiaux quadratiques engendrent l'idéal I0R. Ii X ∈ C
4 et

B ∈ sp4.(iii) Sous l'isomorphisme Φ l'idéal L0 orrespond au lieu des faiseauxstritement semi-stables (= semi-stables mais non stables), et donau lieu singulier du germe formel.Démonstration. (i) est onséquene de la disussion préédente. Pour voir(ii), on remarque que I ontient les fontions f̃ac =
∑

b fabJbc dont les termesquadratiques sont données par (Y JY J)ac = (B2)ac. L'idéal I0 est engendrépar 6 quadriques ; ainsi on peut hoisir les fα parmi les f̃ac. Pour (iii) etl'inlusion I ⊂ L0R̂, il su�t de véri�er que L0R = L ∩ ASL2 qu'on voit parun alul diret. �Soit h ∈ R̂ une fontion non nulle et h = h0+h1+h2+. . . sa déompositionen termes homogènes. L'ordre de h est l'index minimal ν tel que hν 6= 0. Leterme initial de h est in(h) := hν ∈ R. Les termes initiaux in(h) de tous leséléments h d'un idéal b ⊂ R̂ engendrent son idéal initial in(b) ⊂ R. Il a y unisomorphisme anonique d'anneaux gradués assoiés gr(R̂/b) = R/ in(b).Lemme 4.4. � Ave les notations de proposition 4.3 on a(4.9) I ′ = I et in(I) = I0R.Démonstration. Par dé�nition de I ′, on a les inlusions I0R ⊂ in(I ′) ⊂ in(I).Ils induisent de surjetions gr(R̂/I) → gr(R̂/I ′) → R/I0R et impliquent ainsides inégalités
10 = dim[E] M = dim ÔM,[E] = dim(R̂/I) ≥ dim(R̂/I ′) ≥ dimR/I0.



12 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGERComme dimR/I0R = 10 on doit avoir égalité partout, et omme I0 estun idéal premier il s'ensuit que I0R = in(I ′) = in(I). Si don les termesinitiaux des fα engendrent l'idéal initial de I, les fα elles-mêmes engendrent
I, 'est-à-dire I ′ = I. �Théorème 4.5. � Soit X une surfae K3 ou abélienne et F un faiseaustable par rapport à une polarisation H tel que dimExt1(F,F ) = 4. Soit E =

F ⊕ F et M l'espae de modules des faiseaux semi-stables ayant veteur deMukai v(E). Alors il y a un isomorphisme des germes d' espaes analytiques(4.10) (M, [E]) ∼= (Specan R/I0R, 0) ∼= (C4 × Z, 0).Pour démontrer e théorème, il su�ra, grâe au théorème d'Artin (voir[3℄ Cor. 1.6), de trouver un isomorphisme ÔM,[E]
∼= (R/I0)

∧ d'anneaux om-plets. En vue de la proposition 4.3 on est ramené à prouver que(4.11) R̂/I = R̂/I0R̂.On va prouver et isomorphisme en montrant que la déformation de R̂/Ivers son �ne normal est essentiellement une déformation triviale.5. La déformation vers le �ne normalOn garde les notations de la setion préédente.Soit m ⊂ R l'idéal maximal des fontions qui s'annulent à l'origine etsoit R[t]∧ la omplétion par rapport à la topologie mR[t]�adique. Commei-dessus on désigne par(5.1) fα = fα,2 + fα,3 + fα,4 + . . . , α = 1, . . . , 6,la déomposition en termes homogènes et on pose(5.2) Fα(t) := fα,2 + tfα,3 + t2fα,4 + . . . , α = 1, . . . , 6.Le quotient S = R[t]∧/J ave J := (F1, . . . , F6) satisfait à(5.3) Sλ := S/(t − λ)S =

{
R̂/I0R̂, si λ = 0, et

R̂/I, si λ 6= 0.Grâe au fait que I0R = in(I) (Lemme 4.4), S est plat sur C[t].A partir de maintenant on érira x1, . . . , x14 pour les oordonnées Xi et
Bab de C

4 × sp4.On dira qu'un élément de R[t]∧ est homogène de poids k, si son oe�ientdevant tm est homogène de degré k + m. Par exemple, ∂xi
Fα, Fα et ∂tFαsont homogènes de poids 1, 2 respetivement 3. Évidemment, un élément



LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 13arbitraire g ∈ R[t]∧ peut s'érire omme série onvergente g =
∑

k∈Z
g(k)ave des éléments homogènes uniques g(k) ∈ R[t]∧ de poids k.Proposition 5.1. � Il y a des fontions homogènes Φi(x, t) ∈ R[t]∧ depoids 2 pour i = 1, . . . , 14, et des fontions hαβ(x, t) ∈ R[t]∧ de poids 1 pour

α, β = 1, . . . , 6, telles que(5.4) ∑

i

Φi(x, t)∂xi
Fα(x, t) = ∂tFα(x, t) +

∑

β

hαβ(x, t)Fβ(x, t).Démonstration. On onsidère le module T 1
S/C[t] dé�ni par la suite exate(5.5) S〈∂x1

, . . . , ∂x14
〉

Θ
−−→ HomS(J/J2, S) −→ T 1

S/C[t] −→ 0et de même le module T 1
S0

dé�nit par(5.6) S0〈∂x1
, . . . , ∂x14

〉
Θ
−−→ HomOS0

(I0/I
2
0 ,OS0

) −→ T 1
S0

−→ 0,où Θ signi�e l'ation d'un hamp vetoriel sur les fontions de J et de I0respetivement. Considérons maintenant l'élément(5.7) ∂t ∈ Hom(J/J2,OS), ∂t(Fα) = fα,3 + 2tfα,4 + 3t2fα,5 + . . . .Trouver des fontions Φi et hαβ satisfaisant l'équation (5.4) équivaut à mon-trer que ∂t est ontenu dans l'image de l'appliation Θ ou bien que la lassede ∂t dans T 1
S/C[t] est nulle.On utilise les faits suivants : Par le ritère de Jaobi le module T 1

S/C[t] estsupporté sur le lieu singulier relative de S. Par les résultats de O'Grady [14℄,les singularités de Sλ sont de type A1 en dehors de l'origine. En partiulier,
T 1

S/C[t] est un module inversible en dehors de l'origine et don est annulé parl'idéal L0 de lieu singulier. D'autre part, omme I ⊂ L0 et omme L0 estengendré par des éléments homogènes, tous les omposants homogènes des
fα sont ontenus dans L0. Par onséquent, ∂t est annulé par L0 et dé�nitdon une setion de T 1

S/C[t] qui, pour t = λ �xé, est supportée à l'origine.Il su�t don de montrer que T 1
S/C[t] est un module pur, 'est-à-dire sanssous-module de dimension plus petite. La multipliation par le paramètre tfournit la suite exate(5.8) T 1

S/C[t]
t
−→ T 1

S/C[t] −→ T 1
S0

.On déduit du théorème 3.1 que T 1
S0

est pur de dimension 8 et génériquementde rang 1. Il s'ensuit que T 1
S/C[t] est pur de dimension 9 et don que la lassede ∂t dans T 1

S0
est nulle.Ainsi il y a des fontions Φi, hαβ ∈ R[t]∧ telles qu'on ait (5.4). Il reste àmontrer que l'on peut hoisir es fontions omme homogènes. Mais omme
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Fα et ses dérivées sont homogènes, les parties homogènes de degré 2 dans
Φi et de degré 1 dans hαβ sont aussi des solutions de (5.4). Don on peutsupposer que Φi et hαβ sont homogènes. �Proposition 5.2. � Il y a des fontions Ψi ∈ R[t]∧ homogènes de poids
1 pour i = 1, . . . , 14, et Mαβ ∈ R[t]∧ homogènes de poids 0 pour α, β =

1, . . . , 6, telles que1. Mα,β(x, 0) = δαβ,2. Ψi(x, 0) = xi,3. Fα(Ψ(x, t), t) =
∑

β Mαβ(Ψ(x, t), t)fβ,2(x).Démonstration. Soient Φi et hαβ les fontions de la proposition 5.1. Ondé�nit un hangement de oordonnées formel Ψ(x, t) et une matrie inversible
M(x, t) omme solutions du système des équations di�érentielles suivantes :(5.9) {

∂tΨi(x, t) = −Φi(Ψ(x, t), t),

Ψi(x, 0) = xi,et(5.10) {
∂tMαβ(x, t) =

∑
i Φi(x, t)∂iMαβ(x, t) −

∑
β hαγ(x, t)Mγβ(x, t)

Mαβ(x, 0) = δαβRemarquons que � grâe au fait que Φi et hαβ sont homogènes et ommenentave des termes quadratique respetivement linéaires en les variables xi � seséquations se résolvent aisément par réurrene par rapport au degré en lesvariables xi.En utilisant les relations (5.4), (5.9) et (5.10) on véri�e qui les fontions(5.11) gα(x, t) := Fα(Ψ(x, t), t) −
∑

β

Mαβ(Ψ(x, t), t)fβ,2(x)satisfont à l'équation di�érentielle(5.12) ∂tgα(x, t) = −
∑

β

hαβ(Ψ(x, t), t)gβ(x, t).Comme gα(x, 0) = 0, on déduit que gα(x, t) = 0. �Ave les notations de la proposition préédente on pose(5.13) Ψ(x) := (Ψi(x, 1)) ∈ Aut(R̂)et(5.14) M(x) := (Mαβ(x, 1)) ∈ GL6(R̂).



LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 15En évaluant les identités de la proposition en t = 1 on obtient :(5.15) fα(Ψ(x)) =
∑

β

Mαβ(x)fβ,2(x).Don l'automorphisme Ψ : R̂ → R̂ envoie I sur I0R̂ et induit un isomor-phisme(5.16) Ψ : R̂/I −→ R̂/I0R̂.e qui termine la démonstration de (4.11) et don du théorème 4.5.Fin de la démonstration du théorème 1.1 : Rappelons que le veteur deMukai d'un faiseau ohérent E sur une surfae K3 projetive ou abélienneest donné par v(E) = ch(E)
√td(X) (voir [11℄). Alors se donner un veteurde Mukai équivaut à �xer le rang et les lasses de Chern d'un faiseau, et

dim Ext1(E,E) = 〈v(E), v(E)〉+2dim End(E). Les hypothèses du théorèmeentraînent qu'il y a seulement trois types de faiseaux poly-stable dans M2v :(1) Les faiseaux stables E ave v(E) = v. Par les résultats de Mukai, M2vest lisse dans [E] de dimension égale à dimExt1(E,E) = 4 ·2+2 = 10.(2) Les faiseaux E = F1 ⊕ F2 ave des faiseau stable non-isomorphes
F1 et F2 où v(F1) = v(F2) = v. Chaque omposante Fi varie dansl'espae de module Mv de dimension 4, et don les points dans M2vde e type forme une variété S2Mv \∆Mv

de dimension 8. Ils sont lespoints singuliers génériques de M2v.(3) Les faiseaux E = F⊕2 ave un faiseau stable F de veteur de Mukai
v(F ) = v. Grâe à l'hypothèse 〈v, v〉 = 2, l'espae vetoriel symple-tique V = Ext1(F,F ) a la dimension 4.De ette façon, O'Grady [14℄ a obtenu une strati�ation M2v ⊃ S2Mv ⊃ ∆Mvde l'espae de modules singulier. Il a aussi montré que la singularité d'unpoint de S2Mv \ ∆Mv

est de type A1 à travers de S2Mv. Don l'élatementde M2v \ ∆Mv
le long S2M \ ∆Mv

est une résolution sympletique.Les faiseaux de type (3) orrespondants aux points de ∆Mv
satisfont auxhypothèses des théorèmes 4.5 et 2.1. On déduit que l'élatement de M2v lelong de S2Mv est une résolution semi-petite. �A. Appendie : L'appliation de KuranishiSoit E un faiseau polystable sur une surfae projetive lisse. Les déforma-tions in�nitésimales de E se dérivent en termes des solutions de l'équationde Maurer-Cartan omme suit :



16 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGERSoit E =
⊕

i E
⊕ni

i la déomposition de E omme somme direte defaiseaux stables. En hoisissant des résolutions Ei → I(i) et en formant
I =

⊕
i I

⊕ni

(i) on obtient une résolution E → I qui est injetive et équivari-ante pour l'ation anonique du groupe Aut(E) =
∏

i GLni
.Le di�érentiel dI de I est un élément de degré 1 dans g := End(I, I)et dé�nit un di�érentiel équivariant d = ad(dI) sur g. Alors H(g, d) =

Ext(E,E). Soient Bg ⊂ Zg ⊂ g les sous-omplexes des obords et des o-yles. On hoisit, une fois pour tout, des homomorphismes équivariants
s : Hg → Zg et t : Bg → g de degré 0 et −1 respetivement qui sindent lessurjetions naturelles : Zg → Hg et d : g → Bg.Soit (A′,m′) un anneau loal artinien ave A′/m′ = C et soit d′ ∈ g1 ⊗ A′tel que(A.1) d′ ⊗ A′/m′ = dI et d′2 = 0.On sait que (I ⊗ A′, d′) est un omplexe aylique et que E′ := H0(I ⊗

A′, d′) est une déformation plate de E sur A′. Réiproquement, toutes lesdéformations s'obtiennent ainsi. Supposons en plus que A′′ → A′ est unépimorphisme des anneaux artiniens dont le noyau J ⊂ A′′ est annulé parl'idéal maximal m′′ ⊂ A′′. Pour étendre d′ à A′′ il faut hoisir un élément
d′′ ∈ g⊗A′′ qui se restreint à d′. Grâe à la relation d′2 = 0 on a d′′2 ∈ g2⊗J .Cet élément est en fait un oyle et sa lasse o(d′, A′′) ∈ Ext2(E,E)⊗ J nedépend pas du hoix de d′′. Il est aussi bien onnu (voir [1, 2℄) que la traede ette lasse d'obstrution est nulle. Don le plus grand quotient A′′/atel qu'une extension de E′ à A′′ existe est donné par l'idéal a engendré parl'image de l'appliation ajointe o(d′, A′′) : Ext2(E,E)∗0 → J ⊂ A′′.On est amené à l'algorithme suivant pour le alul de la déformationverselle de E : Soit U = Ext1(E,E)∗, A = S•U = C[Ext1(E,E)], Â laomplétion de A à l'origine et m ⊂ Â son idéal maximal. On désigne par
γ1 = (s ⊗ 1)(idU ) ∈ Z1(g ⊗ Â) le oyle tautologique.Proposition A.1. � Il y a des éléments équivariants

γn ∈ g1 ⊗ SnU et fn ∈ Ext2(E,E)0 ⊗ SnU, pour n ≥ 2,ave les propriétés suivantes : Si γ = γ1+γ2+ . . . et f = f2+f3+ . . ., et si ondésigne par a ⊂ m2 ⊂ Â l'idéal engendré par l'image de f : Ext2(E,E)∗0 → Â,alors
(dI + γ)2 − s(f) ∈ g2 ⊗ am.En partiulier, dI + γ dé�nit une déformation plate de E sur Â/a.



LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 17Démonstration. On va onstruire fn et γn par réurrene. On suppose que
n ≥ 2 et qu'on a déjà trouvé des éléments γ2, . . . , γn−1 et f2, . . . , fn−1 telsque(A.2) x := (d + γ1 + . . . + γn−1)

2 − s(f2 + . . . + fn−1) ∈ g2 ⊗ (am + mn).Comme γ1 est un oyle, ette hypothèse est ertainement véri�ée pour n =

2. Remarquons que am + mn+1 est bien dé�nie par f2, . . . , fn−1. Or,(A.3) d(x) ∈ g3 ⊗ (am + mn+1)puisque
0 = [d + γ1 + . . . + γn−1, (d + γ1 + . . . + γn−1)

2]

= d(x) + [γ1 + . . . + γn−1, s(f2 + . . . + fn−1) + x].Don la lasse
[x] ∈ g2 ⊗

am + mn

am + mn+1de x est un oyle. Sa lasse de ohomologie [x] est l'obstrution pour l'ex-tension de Â/a+mn à Â/m(a+mn) et don sans trae. Selon le théorème deWeyl il y a un sindage équivariant q de la projetion de Aut(E)�modules
SnU =

mn

mn+1
−→

am + mn

am + mn+1
.Soit z = q([x]) ∈ Z2g⊗SnU . On pose fn = z, γn := t(s(fn)− z) ∈ g1 ⊗SnUet x′ := x−z+[γ1+. . .+γn, γn]. Par onstrution, fn et γn sont équivariants,et

(d + γ1 + . . . + γn)2 − s(f2 + . . . + fn)x′ ∈ g2 ⊗ (am + mn+1).

�Soit maintenant X une surfae K3. Soient F un faiseau stable et E =

F⊕r. Alors Aut(E) ∼= GLr et la résolution E → IE a la forme IE
∼= C

r ⊗ IFpour une résolution F → IF . Aussi, End(IE , IE) ∼= glr ⊗g ave g = End(IF ).On dénote par Fa la a-ième omposante de E. Il y a une déompositionanonique U =
⊕

ab Uab ave Uab = Ext1(Fb, Fa)
∗. Soit q ⊂ (S•U)∧ l'idéalengendré par les sous-espae Uab ⊂ U , a 6= b, et soit U ′ := U11 ⊕ . . . ⊕ Urr,tel que (S•U)∧/q = (S•U ′)∧.Proposition A.2. � Soient γ et f des éléments onstruits pour le faiseau

E par la méthode de la démonstration préédente. Alors
f




e1 0 0
0 e2 . . .
0 er



 ≡

( 0
0 . . .

0

) et γ




e1 0 0
0 e2 . . .
0 er



 ≡




γ̃(e1) 0 0
0 γ̃(e2) . . .
0 γ̃(er)






18 MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGERpour ea ∈ Ext1(Fa, Fa), a = 1, . . . r, où γ̃ ∈ g1 ⊗ (S• Ext1(F,F )∗)∧ satisfaità (d + γ̃)2 = 0.Démonstration. La proposition a�rme que f s'annule modulo q et que �enore modulo q � γ prend une forme diagonale ave oe�ients γaa ∈

(S•Uaa)
∧. Que es oe�ients sont données par la même fontion γ̃ estd'ailleurs une onséquene immédiate de l'équivariane de γ sous l'ationdu groupe symétrique.On va montrer par indution que l'a�rmation est vraie modulo mn pourtous n ≥ 2. Le as n = 2 est trivial grâe à la nature tautologique du yle

γ1. Supposons alors que n > 2 et que le résultat est déjà montré modulo mn.Don par hypothèse d'indution a ⊂ q + mn. Cela implique que la �èhe idu diagramme anonique(A.4) SnU −→ mn

mn+1+amy
y

SnU ′ i
−−→ mn

mn+1+am+q∩mnest un isomorphisme.On garde les notations de la démonstrations préédente. Pare que l'élé-ment x s'exprime omplètement en termes de f et de γ il suit que la lassede x modulo q a la même struture diagonale omme γ. Il suit de la om-mutativité du diagramme (A.4) et du fait que i est un isomorphisme quela projetion de z ∈ SnU dans SnU ′ a aussi une telle struture, 'est-à-direest ontenue dans le sous-espae SnU11 ⊕ . . . ⊕ SnUrr. Cette propriété esthéritée par fn = z et γn = s(fn) − zn. En partiulier, les oe�ients di-agonaux des lasses de fn et de γn modulo q donnent des solutions pourl'équation de Maurer-Cartan pour haque omposante Fa ⊂ E individuelle-ment. Mais Ext2(Fa, Fa)0 = 0 et ainsi il n'y a pas d'obstrution pour unetelle déformation. On onlut que f ≡ 0 mod q. �Référenes[1℄ I. V. Artamkin, Deformation of torsion-free sheaves on an algebrai surfae. (Enrusse) Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 54 (1990), 435�468 ; (tradution anglaise)Math. USSR-Izv. 36 (1991), 449�485.[2℄ I. V. Artamkin, On the deformation of sheaves. (En russe) Izv. Akad. Nauk SSSRSer. Mat. 52 (1988), 660�665, 672 ; (tradution anglaise) Math. USSR-Izv. 32 (1989),663�668.[3℄ M. Artin, On the solutions of Analyti Equations. Invent. math. 5 (1968), 277�291 .
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